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Savoirs Ve.l : Positions relatives de droites et de plans

Fxercice 1: Positions relatives

On considére le cube ABCDEFGH ou I, ] et K sont les milieux respectifs des cotés [FG], [AD] et [DH].

1) Déterminer les positions relatives des droites, H G
et donner leurs intersections éventuelles. T
1
a) (IB) et (GC) b) (HB) et (GA) c) (JK) et (AH) : I
1
d) (GC) et (BA) e) (IB) et (HJ) f) (FD) et (GH) E ! F
K %
1
2) Déterminer les positions relatives des droites et des plans, i
et donner leurs intersections éventuelles. !
1
a) (EJ) et (HDA) b) (JK) et (ABE) c) () et (AFG) l,)) ------------ C
d) (FH) et (ACE) e) (1)) et (ABE) f) (EJ) et (BCG) ]/‘"
A B

3) Déterminer les positions relatives des plans, et donner leurs
intersections éventuelles.

a) (ABJ) et (GIC) b) (KGI) et (ABE) c) (KGI) et (EAD)

d) (EBG) et (HDC) e) (IJK) et (HDC) f) (EBI) et (HDC)
4) Et encore quelques unes : a) (HJ) et (EA).
b) (HJ) et (EC).

c) (AH) et (GB).



FXxercice 2: ‘Dans d’autres figures
1) ABCDE est une pyramide a base rectangulaire et | un point de [CE].

Quelle est la position relative de la droite (BC) avec le plan (AED) ?
En déduire I'intersection des plans (IBC) et (EAD).

pentagones.

3) On considére un tétraédre ABCD.
On note | le milieu de [AD] et J le milieu de [DC].

a) Quelle est la position relative des droites (JE) et (CD) ?
b) Quelle est la position relative des droites (FB) et (HE) ?
c) Quelle est la position relative des droites (FA) et (HI) ?

d) Quelle est la position relative des droites (GE) et (BJ) ?

2

On note K le point de [AB] tel que AK = EAB et L le point de [BC] tel que CL ==CB

Quelle est la position relative des droites (lJ) et (KL) ?

3

H G

i F 4) On considére un pavé droit ABCDEFGH.
E : On note | le milieu de [EH] et J le milieu de [EF].

i a) Quelle est la position relative des droites (lJ) et (BD) ?

/D/ ---------------- c b) Quelle celle de la droite (CI) avec le plan (FBD) ?
A< 5 . G
5) On considere le pavé droit ABCDEFGH. E : F
a) Quelle est la position relative des droites (EF) et (GC) ? ,
D 1

b) Quelle est la position relative de (DF) et (BFH) ? M C

c) Quelle est la position relative de (AB) et (CF) ? A
E

T

A

Quelle est la position relative des droite (FC), (AD) et (EB) ?
D

C
7) On considére le tétraédre régulier ABCD. On note | le milieu de [AB].
a) Quelle est la position relative de la droite (AB) et du plan (DIC) ?
b) En déduire celle des droites (AB) et (CD).

8) ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle.
M est un point de I'aréte [EF].
N est le point d’intersection de la droite (AB) et du plan (CGM).
Quelle est la position relative des droites (GM) et (CN) ?

2) On consideére le prisme droite ABCDEFGH]I] ci-contre dont les bases sont des

6) a. Dans le solide ABCDEF ci-contre, les droites (AD) et (EB) sont paralléles.
D’autre part, le point C est dans les plans (DAF) et (FEB).

GDZ




Fxercice 3: Calcul de longueurs

On considere le cube ABCDEFGH de c6té 1.
a) Quelle est la position relative de la droite (HD) et du plan (EFG).
b) En déduire celle des droites (EG) et (HD).

c) En déduire que le triangle AEG est rectangle en E et calculer AG.

Fxercice 4: Utilisation d’aires et de volumes

E

D
‘ 1) Dans le prisme ABCDEF ci-contre, le triangle DFE est rectangle en F.
A B Ondonne:DF =12 ;DE =13 et DA = 3.
a) Calculer I'aire totale a de ce solide.

C b) Calculer son volume V. D

2) On consideére le tétraédre régulier ABCD de c6té 4. On note | le milieu de [AB].

a) Calculer la longueur ID et en déduire la surface totale de ABCD.

32
—— calculer sa hauteur h.

b) Sachant que son volume est égala V = oL A

3) ABCDE est une pyramide a base carrée. On appelle H I'intersection
de (AC) et de (BD).

Ondonne: AB = 6 et AE = 10.

a) Calculer le volume de la pyramide.

b) Calculer sa surface totale.




Savoirs Ve.2 : Repeéres et vecteurs dans lI'espace

Exercice 5 : Repéres dans un solide

1) ABCDEFGH est un cube et les points |, J, K, L, M et N sont les milieux
respectifs des cotés [AB], [BC], [BF], [DH], [HE] et [HG].

a) Dans le repére (H; HE, HG, HD) donner (sans justification) :

- les coordonnées des points A, G, Cet E

- les coordonnées des points K et |

- les coordonnées des vecteurs HD ; AD ; FB et CD

B — —_—
- les coordonnées des vecteurs AF et IK

H

N

M

% G

b) Dans le repére (C;C_B), C_D), ﬁ) donner:

- les coordonnées des points D, E, H et A

| X

- les coordonnées des points L et M

— —_—
- les coordonnées des vecteurs AF et LK

2) SABCD est une pyramide réguliére dont la base carrée a pour centre O.

Les points I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [CD] et [SA]
On admet que OA = OB = 0S. Dans le repeére (0;07, 0?, ﬁ) donner:

a) les coordonnées des points A, B, C,DetS

b) les coordonnées des points |, J et K
c) les coordonnées des vecteurs 0D ; CO etSO

d) les coordonnées des vecteurs C_D), SB etIK

FExercice 6 : Repere dans l'espace

On munit I'espace d’un repere (0; 7,7, E)

4 - les coordonnées des vecteurs BC : GH c AE et fj

N
H . v G
M |
L X F
i K
D X
/// C
,,// J
x B

C 5

1) Déterminer les coordonnées o -
des points A, B,C,D, EetF

, \ AR
2) Représenter dans les repéres
les points demandés z x

A B
M(0;2;-3) Q(-3;0;0)
N(0;-1;0) R(1;4;-3)
4. >y .
P(1;4;2) S(1;-3;0)
X

v
<



3) Dans un repére orthonormé (O, 7, j, k), on donne les points :
G(0;-5;2) ; R(-1;2;4) ; 1(2;6;-3) ; B(-2;0;0) ; U(5;0;-4) ; L(2;6;1) et E(-1;-5;0)
Les points A et Z sont les milieux respectifs des segments [BI] et [EG].

a) Calculer les coordonnées des vecteurs GB ; LU et RE

b) Calculer les longueurs IG, BR et EU

c) Calculer les coordonnées des points A et Z

d) Calculer les coordonnées du point N tel que LUNE soit un parallélogramme

Fxercice 7: Relations wvectorielles

1) Dans le tétraedre régulier ABCD ci-contre, placer les points M, N et
P et les vecteurs U et ¥ définis par les relations vectorielles :

AM=Cb ; BN=-AC ; aP=-1ac
ii=2CB et #=BC+BD
H G 2) On considére le pavé droit ABCDEFGH
! représenté ci-contre.
i Construire le point M et le vecteur U tels que :
E : F
| — 1, 1
E AM=AB+§AE+EFG
‘D i = AD + BF + 2GF
,/'/ ¢ Construire les points P et R tels que :
a PBE+PA=BF et RA—BR=EH
A B

Fxercice 8: Petites démonstrations vectorielles

1) On considére le cube ABCDEFGH ou I, ] et K sont les milieux respectifs des cotés [FG], [AD] et [DH].
Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse

doit étre justifiée. H
a) CE = GH — GC — FC :
b) KB =>GC — HF I
c)IK—D]+FH—EFB—AE K % F
|
2) Dans un autre cube ABCDEFGH, les points I, U et S sont les i
milieux respectifs de [AB], [AE] et [CG] et les points Z et Y sont !
définispar:ﬁ=A_E)+%C—D)etW=ﬁ))+E§’+%B_E). DJ ________________
a) Exprimer 1Z et IU en fonction des vecteurs AB et AE. Que ] -I‘/
peut-on en déduire sur les points U, I et Z ? )l
b) Montrer que 7Y = BC. Que peut-on en déduire ? ‘




3) SABCD est une pyramide a base carrée de sommet S. Les points I, J, K et L sont les milieux respectifs de
[AB], [BC], [CD], [DA]. Le point M est défini par SM = SD + 3CJ

a) Montrer que DM = SFj

b) En déduire que]T/f = 2]7. Que peut-on en conclure sur les points I, ] et M ?

4) Dans le tétraedre ABCD, les points I, J, K et L sont les milieux de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Montrer que I_j = LK. Qu’en déduit-on sur IJKL?

Savoirs Ve.3 : Colinéarité et parallélisme

Exercice 9 : ‘Dans un repere

1) Dans 'espace muni d’un repeére (0; 1,7, k) on considere les vecteurs :
— - — > (8
u(2; —8;3); v(—1;4;—-1,5); w(4;—6;1,5)eta (5; —4; 1)
a) Les vecteurs U et ¥ sont-ils colinéaires ? Si oui, donner leur relation de colinéarité.
b) Mémes questions pour les vecteurs U et W et pour les vecteurs W et d

2) Dans I'espace muni d’un repére (0;1,7, E) on considere les points :
3 1 5 9 13 3
AGi-3:3) i B(0i3i-1) s ¢ (Gi-Ti1) een (Gi11)
a) Les points A4, B, C sont-ils alignés ?
b) Le point A appartient-il a la droite (BD) ?

3) Soit ABCD un tétraédre. On se place dans le repére (A; E, R, A—D))
On définit les points M, N et P par les relations :

AM = AB — 24D AN = AB + AC + AM AP = 24B + 3AC
Les droites (MN) et (CP) sont-elles paralléles ?

Fxercice 10 : Sans repére

1) On considére un tétraedre ABCD. On considére les points M et N tels que BM = gﬁ et CN = 2BC.

a) Démontrer que les vecteurs MC et AN sont colinéaires.
b) Que peut-on en déduire sur les droites (AN) et (MC) ?

2) A, B et C sont trois points non alignés et D et E sont définis parﬁ = %@ et BD = 3AC — 2AB
a) Faire une figure
b) Montrer que les vecteurs CD et CE sont colinéaires. Que peut-on en déduire ?

3) Soient M, N et P trois points de I’espace non alignés.
On considere les points I et ] tels que Mi = %W et F] = 3MP — 2MN.
a) Faire une figure.
b) Montrer que le point P appartient a la droite (I]).

4) On considére un pavé droit ABCDEFGH.
On note I et K les milieux respectifs des cotés [AF] et [FG], et ] le point tel que Zj = iﬁ

Exprimer]_i et DK en fonction de DA et de AK et en déduire que les droites (JI) et (DK) sont paralléles.



Fxercice 11 : Méme chose en plus dur (un peu de recherche..)

A, B et C sont trois points non alignés.

a) E est défini parﬁ = Zﬁ + iTC Montrer que les points B, C et E sont alignés.

SN
KPR D s

LR R et S

SOSs=—= e
W

b) Soit a un réel non nul et F le point défini par AF = %1@ + iﬁ? ==
AR

G s
. . . 1 7
- Faire trois figures pour chacun des cas suivants:a = 1;a = 2 eta = ""”;///

- Démontrer que F appartient a la droite (BC)

Savoirs Ve.4 : Représentation paramétrique d’une droite

EFxercice 12 : ‘Dans un repére

1) Donner une représentation paramétrique de la droite d passant par R(3; —2; 0) et dirigée par u(—4;0;1)
2) Donner une représentation paramétrique de la droite (ST) ou S(1; —2;4) et T(3; —2;0)

3) Dans un repére (0; 1,7, E), on a la droite d passant par A(2; —1; 4) et de vecteur directeur u(—1;2; —3).
a) Déterminer une représentation paramétrique de d.
b) Déterminer les coordonnées d’une autre point de d.
c) Le point B(5; —7; 13) appartient-ila d ?

4) Dans un repére de 'espace, on considére les points D(1;3;5) et M(—2; —1;1).
a) Déterminer la représentation paramétrique de la droite (DM).
b) Déterminer les coordonnées d’un 3™ point de (DM).
c) Soit S(7;11;13). Les points D, M et S sont-ils alignés ?

5) Dans un repere de I'espace :
a) Donner I'équation paramétrée des axes (Ox) et (0y)
b) Donner une représentation paramétrique de la droite paralléle a I'axe (Oy) passant par A(1;1; —1)

Fxercice 13: Dans un solide

1) Dans le cube ABCDEFGH, on considére le repére orthonormé (D; m, ﬁ, ﬁ)
Déterminer les représentations paramétriques des droites (DC), (AE); (FG) et (DB)

2) Dans un tétragdre ABCD, on considére le repére orthonormé (B; BC, BD, BA)
Déterminer les représentations paramétriques des droites (AC) et (AD)

3) Dans un cube ABCDEFGH on choisit le repere (4, AB; AD; E). M et N sont les points définis par :
AM = 2AB — AE et BN = 24F
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (MN)



Fxercice 14 : A partir de représentations paramétriques de droites

x=7+-t
2

y:4—t )

z=-5+3t

1) Dans 'espace, une droite § est définie par la représentation paramétrique ¢ : teR

a) Donner les coordonnées de deux points de la droite 6
b) Donner les coordonnées de deux vecteurs directeurs de la droite 6
c) Le point Z(5; 8; 17) appartient-il a la droite § ?

2) Dans un repére, on considére deux droites d et d’ de représentation paramétrique :

x=-3+2t x =5—4t'
d:jy=-5-t ,teR et d:{jy=1+2t',t'€R
z=3+3t z=2-—6t
a) Donner un vecteur directeur et un point pour chaque droite.
b) Les droites sont-elles paralléles ?

3) Déterminer la position relative des droites d et § de représentations paramétriques :

x=1+4t x=1-101
d: {Y=717108 peR et @:{Y=71+250 jeRr
z=-5+zt z=-5-31

Savoirs Ve.p : Coplanarité

Exercice 15 : Vecteurs directeurs d’'un plan, bases et repéres

1) Dans le cube ABCDEFGH ci-contre, Les points I, | et K sont les milieux des
cotés [AB], [CG] et [HE] et M est le point défini par DM = éﬁ

Donner deux bases possibles (chercher les plus différentes possibles...) pour E
chacun des plans suivants :

a) (ABE) b) (HFG) c) (EKJ) d) (DMI)

2) Dans le méme cube, justifier que : .

a) Les points D, M et ] forment un plan. .
b) (m, ﬁ,D—C)) est une base de |'espace. A B
c) (D_I),R')) est une base du plan (ABC).

d) Le plan (EHC) a pour vecteurs directeurs KB et CB.
e) On considere (ﬁ, ﬁ, E—G)) S’agit-il d’'une base ?




Fxercice 16 : ‘Dans un repeére

1) a) Dans I’espace muni d’un repére (0; 1,7, E) on considére les vecteurs Uu(—1; 2;3) ; ¥(7;8; —1) et
w(5;12;5).
Calculer les coordonnées de d = 21U + ¥ — W. Les vecteurs U, U et W sont-ils coplanaires ?

2) Dans I'espace muni d’un repére (0;1,7, E) on considére les vecteurs a(4; —1;3) ; E(—Z; 2;0) et
c(2;4;6).
a) Les vecteurs a et b sont-ils colinéaires ?
b) Existe-t-il deux réels t et 0 tels que & = td + b ? Que peut-on en conclure ?

3) On considere les points A(0;1; —1); B(2;1;0) ; C(—3; —1; 1) et D(7; 3; —1).
a) Vérifier que les points A, B et C forment un plan.

b) Calculer les coordonnées du vecteur 2AB — AC — AD.
c) Qu’en déduit-on sur les points A, B, C et D ?

4) On considere les points M(—2; 2; —1); N(2;0; 3) ; P(—2;0; 0); Q(0; —4; 1) et R(—2; —1; —2).
a) Vérifier que les points M, N et P ne sont pas alignés

b) Montrer que Q—R) est colinéaire au vecteur MN + 2MP
c) Qu’en déduit-on pour la droite (QR) ?

N
5) Dans I'espace muni d’un repére (0; 1,7, k) on considére les points

AG5-39) 0 (02im1) D @:5i-1)s B (-3 -0) P (2551)

a) Les points A, B, D et E sont-ils coplanaires ?
b) Le point F appartient-il au plan (ABD) ?

Fxercice 17 : Sans repére

H
G
1) On considére le pavé droit ABCDEFGH ci-contre. :
On note I et ] les milieux respectifs des cotés [GH] et [FG]. i
Montrer que les vecteurs ﬁF—D) et DH sont coplanaires. E : F
2) On considere le tétraedre ABCD. E estle milieu de [BC] et F le point E
tel que AF = 4EB — DB — AB ED
Montrer que les vecteurs AF, AD et AC sont coplanaires. ST [ /C
3) On consideére le tétraedre ABCD. /
Soit M le point tel que AM = 3BM + CM A B

Montrer que le point M appartient au plan (ABC)
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Gorrections Savoir Ve.l

H
Corrigé Fxercice 1 ,
Toutes les justifications sont données pour explication. £ :
K % F
1) a) (IB) et (GC) : sécantes. Pour obtenir I'intersection, il faut prolonger ces deux !
droites. Dtoe--
En effet elles sont toutes les deux contenues dans le plan de la face BCGF et ne sont pas ] ,g'
paralléles. A 5
H G
1
! [ b) (HB) et (GA) : sécantes. Elles sont appelées les « grandes diagonales » du cube et
E K X F leur intersection est le centre du cube. (‘grandes’ par rapport aux ‘petites’ diagonales
| des faces).
DA--i----J¢ Les droites (HG) et (BA) sont strictement paralléles donc AE(AGB) les droites (AG) et (HB) sont
] ’ coplanaires et non paralléles, donc sécantes.
A B

c) (JK) et (AH) : strictement paralléles.
Les 4 points appartiennent a la face EDHE, et J et K sont les milieux de [AD] et de [DH] donc (JK) est la droite
des milieux dans le triangle ADH, et par conséquent paralléle au 3¢ c6té [AH].

d) (GC) et (BA) : non coplanaires.
Car, par exemple, A & (GBC). (Ce n’est pas demandé, mais elles sont orthogonales)

T

e) (IB) et (HJ) : strictement paralléles.

On introduit le milieu N de [HE] par exemple ; dans la face ADHE, il est facile de démontrer que

(AN) // (HJ). De méme, on peut démontrer que les points A, N, | et B sont coplanaires et que les E
droites (AN) et (Bl) sont paralléles...

donc (Bl) et (HJ) sont bien paralléles, puisque paralléles a une méme 3¢ droite.

Démonstration pas évidente, mais elle sera plus simple dés qu’on aura les vecteurs... alors

patientez un peu

=z

X
\O ~
V=== X-f - -
1
1
1
1

Y

f) (FD) et (GH) : non coplanaires.
Car, par exemple, D & (FGH).

2) a) (EJ) et (HDA) : (EJ) est contenue/incluse dans (HDA) : (EJ) c (HDA).
E et J appartiennent a la face ADHE, E, J, H, D et A sont donc coplanaires.

-~~~ C



Corrigé Fxercice 1 Saite H G

b) (JK) et (ABE) : sécants. Leur intersection est le point d’intersection des droites (JK)
et (AE).

Les droites (JK) et (AE) sont sécantes (évident dans la face ADHE) et leur point d’intersection
appartient a (JK) et au plan (ABE). Donc (JK) n’est pas paralléle a (ABE) et n’est pas incluse non
plus, puisque ni J, ni K n’appartiennent a (ABE).

c) (1) et (AFG) : (1)) est incluse dans (AFG) : (IJ) c (AFG).
Le point D appartient au plan (AFG), donc (AD) c (AGF) et J € (AGF).
Donc les point J et | appartiennent au plan (AGF) / H G

d) (FH) et (ACE) : sécants. Leur intersection est le point d’intersection des droites (FH) '
et (GE), c’est-a-dire le centre de la face EFGH. K X
1
|
pa

Le point G appartient au plan (ACE) et les droites (GE) et (FH) sont sécantes au centre de la
face EFGH. Donc (FH) n’est pas paralléle a (ACE) et n’est pas incluse non plus, puisque ni H, ni '2
F n’appartiennent a (ACE). iy

A B

B iy ©

e) (1)) et (ABE) : strictement paralléles.

Si on reprend le point N milieu de [HE]. La droite (IN) est paralléle a la droite (EF) qui est incluse dans (ABE) (évident dans
la face EFGH) et la droite (JN) est paralléle a la droite (AE) incluse aussi dans (ABE) (évident dans la face ADHE).

Donc le plan (INJ) est paralléle au plan (ABE) et la droite (IJ) incluse dans (INJ) est donc bien paralléle a (ABE).

Encore une fois la démonstration sera beaucoup plus simple quand on aura les vecteurs.

f) (EJ) et (BCG) : strictement paralléles.
On a (EJ) c (ADE) et les plans (ADE) et (BGC) sont paralléles (faces opposées).
Donc (EJ )// (BGC)

3) a) (ABJ) et (GIC) : sécants selon la droite (BC) (et méme orthogonaux).
(ABJ) = (ABC) et (GIC) = (GBC) ces deux plans sont sécants et (BC) est contenue dans les deux.

\O ~
ERE
p—

A B

H
1
E : b) (KGI) et (ABE) : sécants et leur intersection est la droite de (ADE) passant par F et
K)ﬁ'/ F paralléle a (GK). (orthogonaux).
1 On a (KGC) // (ABE) or (KGl) et (KGC) sont sécants selon la droite(GK) contenue dans les deux
7 IB,'- -------S¢c plans. Donc (KGI) coupe (ABE) selon une droite paralléle a (GK).
¥ Or le point F appartient aux plans (ABE) et (KGl), il appartient donc a leur intersection.

A B

c) (KGI) et (EAD) : sécants et leur intersection est la droite de (ADE) passant par K et H G
paralléle a (GF).
On a (GF) // (AD) avec (GF) c (KGl) et (AD) c (ADE). D’aprés le théoréme du toit, la droite g . g
d’intersection est paralléle a (GF) et (AD). /4(
Comme K appartient a (KGl) et a (ADE), il appartient a leur intersection. !
A oFpege
G 14
d) (EBG) et (HDC) : sécants et leur intersection est la droite A B
passant par G et paralléle a (HC).

T

On a (EB) // (HC) avec (EB) c (EBG) et (HC) c (HDC). D’aprés le théoréme du toit, la droite
d’intersection est paralléle a (EB) et (HC). Comme G appartient a (EBG) et a (HDC), il appartient
r————- --- a leur intersection.

~
e X |-
n




Corrigée Fxercice 1 Fin

e) (JK) et (HDC) : sécants et leur intersection est la droite passant par K et paralléle a (GD) (c’est-a-dire
passant par le milieu de [HG]).
H Les points A, J, D et G, I, F sont coplanaires, et
on montre dans le rectangle ADGF que les S
droites (1J) et (GD) sont paralléles.
On a donc (lJ) // (GD) avec (1)) c (lJK) et
(GD) c (HDC). D’apres le théoréme du toit, la
droite d’intersection est paralléle a (1J) et (GD).
Le point K appartient aux deux plans, donc il
appartient a leur intersection.

H G I
g N\

f) (EBI) et (HDC) : sécants et leur intersection est la droite passant £ :
par le point d’intersection de (BI) et (GC) et par le point K X F
d’intersection de (El) et (HG). :
(Bl) et (GC) sont coplanaires et sécantes, appelons S leur point 12/'- ----F---Jc
d’intersection. S appartient donc aux plans (EBI) et (HDC). De méme (El) ¥
et (HC) sont coplanaires et sécantes, appelons T leur point d’intersection.  p 4 B

T appartient donc aux plans (EBI) et (HDC). Les plans (EBI) et (HDC) sont
donc sécants selon la droite (ST).

4) a) Les droites (HJ) et (EA) sont coplanaires, dans le plan de la face ADHE. Elles ne sont pas paralléles
(K € (HD) et (HD) // (AE) mais J& (HD) ). Donc les droites (HJ) et (EA) sont sécantes.

b) Les points H, J et E sont coplanaires, dans le plan de la face ADHE. Mais C & (HJE). Donc les droites (HJ) et
(EC) ne sont pas coplanaires

c) Dans un cube, les faces opposées sont paralleles, donc (AEH)//(BFG). Le plan (AHG) croise les plans
(AEH) et (BFG) en (AH) et (GB) donc les droites (AH) et (GB) sont paralléles.

Corrige Fxercice 2

1) (BC) // (AD), donc la droite (BC) est paralléle a tout plan contenant (AD), donc
paralléle au plan (AED)

On a (IBC) = (EBC). Le point E appartient aux plans (AED) et (IBC), il appartient
donc a leur intersection.

Par ailleurs, (AD) // (BC) donc, d’aprés le théoréme du toit, I'intersection de
(EAD) et de (IBC) est parallele aux droite (AD) ou (BC)

Il s’agit donc de la droite passant par E et paralléle a (BC) [ou (AD)]

2) a) (JE) L (EA) et (JE) L (ED), donc (JE) est orthogonale au plan (AED) et par conséquent a toute droite de ce
plan, en particulier, comme (CD) c (AED), les droites (JE) et (CD) sont orthogonales.

b) (FB) et (HE) sont non coplanaires. En effet E n’est pas dans le plan (FBH).

c) (FA) L (FJ) et (FA) L (FG), donc (FA) est orthogonale au plan (FGJ) et par conséquent a toute droite de ce
plan, en particulier, comme (HI) € (FGJ), les droites (FA) et (HI) sont orthogonales.

d) (GE) et (B]) sont sécantes : en effet elles ne sont pas paralléles tout en étant coplanaires, puisque E est
dans le plan (BG])).



3) Dans la face ADC, (1)) est la droite des milieux et donc paralléle au 32™ cété (AC).
Dans la face (ABC), on a g = %et 5—2 = % donc, d’apres la réciproque du théoréme de

Thalés, la droite (KL) est parallele a la droite (AC).
Les droites (lJ) et (LK) sont toutes deux paralléles a (AC), et sont donc paralléles entre
elles.

i 0 ' ¢ 4) a)Ona (IJ) c€ (HEF) etdans le triangle HEF, (1)) est la droite des
E o F milieux paralléle au 3¢ coté (HF).
in\ Or les droites (HF) et (DB) sont paralleles (intersections des deux plans
X paralléles (EHF) et (ABD) par le plan (HFD) )
el C  Donc (1)) est paralléle a (BD).
AL < b) (CI) et (FBD) sont sécants.

5) a) Par exemple, on a (EF) // (HG) et (HG) L (GC) donc (EF) et (GC) sont orthogonales.

b) (DF) estincluse dans (BFH). En effet, le plan (BFH) passe par les points F et D.
c) (AB) est orthogonale au plan (BFC)*, elle est donc orthogonale a toute droite de ce plan, en particulier (AB)
est orthogonale a (CF).
* Si vous n’en étes pas convaincus, (AB) L (FB) et (AB) L (BC), c’est-a-dire qu’elle
est orthogonale a deux droite du plan (FBC), donc orthogonale au plan (FBC)

6) a. Les plans (CAD) et (CBE) sont sécants selon la droite (CF). Comme les droites (AD) et (EB) sont paralléles,
d’aprées le théoreme du toit, la droite d’intersection (CF) leur est aussi paralléle.

D
7) a) Le tétraédre est régulier, donc ses 4 faces sont des triangles équilatéraux.
Dans le triangle ABD, la droite (DI) est donc médiane mais aussi hauteur issue de D, et
on a (AB) L (DI). C
Dans le triangle ABC, la droite (Cl) est donc médiane mais aussi hauteur issue de C, et
on a (AB) L (Cl). A A
Donc la droite (AB) est perpendiculaire a deux droites sécantes du plan (CDI), elle est B
donc orthogonale a (DIC)

8) (AB) est orthogonale a (DIC) elle est donc orthogonale a toute droite de ce plan, en particulier, les droites
(AB) et (CD) sont orthogonales.

H s
LM

b. (GM) est la droite d’intersection des plans (CGM) et (EFG) E / F

(CN) est la droite d’intersection des plans (CGM) et (ABC). !

Les plans (ABC) et (EFG) sont paralleles, donc le plan (CGM) les coupent selon ,QJ _____________ -

des droites paralleles. el N -t

On a bien (GM)//(CN) A prriae



Corrige Fxercice 3

a) (HD) 1L (HE) et (HD) L (HG), donc (HD) est orthogonale au plan (HEG) qui est le plan (EFG)

b) (HD) est orthogonale a (EFG) elle est donc orthogonale a toute droite de ce plan, en particulier, les droites
(EG) et (HD) sont orthogonales.

c) (AE) // (HD) et (HD) est orthogonale a (EG) donc (AE) est orthogonale a
(EG). Comme les points A, E et G sont coplanaires, AEG est bien un triangle
rectangle en E.

D’apreés le théoreme de Pythagore, on a AG? = AE? + EG?

On peut par ailleurs, calculer EG dans le triangle rectangle EGF,
onaEG?=12+12=2 Donc AG2=12+2=3 et AG=+/3

A retenir :
La diagonale d’un carré de

coté 1 mesure V2
La grande diagonale d’un

cube de cété 1 mesure V3

Corrigé Fxercice 4

1) a) Pour calculer I'aire de DEF, il nous faut calculer FE.

Dans le triangle DEF, ona DE? = DF? + FE? = FE =132 — 122 = 5.

Ainsi I'aire de DEF vaut Ay =~x 12 X 5 = 30.

Ainsi l'aire totale de ABCDEF esta =2 X304+ 12%x3+13x3+5%x3 =60+ 36+ 39+ 15 = 150.
b) V = Ay X DA = 30.

2) a) Le triangle AID est rectangle en I donc AD? = AI? + ID? = ID =+/16 — 4 =12 = 2+/3.
L’aire d’une face du tétraédre est donc égale a : Af = %AB x ID = 4+/3.
b) Le tétraedre est une pyramide a base triangulaire, donc son volume est donné par :

1 32 1 V3 3x32 8 2

V:§Af><h<:>ﬁ:§4 3h ﬁh:m:ﬁ:‘}g

3) a) Pour calculer le volume Vp de la pyramide, il faut calculer I'aire de base carrée A, et sa hauteur EH.
Onad’une part: A, = 6% = 36.

D’autre part, dans le triangle rectangle AHB : AH> + HB? = AB? = 16 = AH? = 8 = AH = /8 = 2+/2.

Dans le triangle rectangle EHA : AE? = EH? + HA? = 100 = EH? + 8 = EH = /92 = 2+/23.
Donc enfin :

1 1
Vp = §AC X EH =§X 36 X 2vV23 = 24v23
b) Soit I le milieu de [AB].

Dans le triangle rectangle AIE, ona: AE? = AI? + IE? = 100 = 9 + [E? = |[E = /91.

Ainsi I'aire d’'une face triangulaire est :

1 1
Af = EX IE X AB =§6V91 = 3491
La surface totale vaut donc :
Sp =36 +4x3V91 =36+ 12v91 = 12(3 +/91)



GCorrections Savoir Ve.2

Gorrigé Fxercice 5
1)a) A(1;0;1),6(0;1;0),€(0;1;1) et E(1;0;0)
1 1
K(l;l;E) et 1(1;5;1)

HD (o AD| 0 ) FB (o cD| -1 AF| 1
1 0 1 0 -1 1

b) D(0;1;0),E(1;1;1),H(0;1;1) et A(1;1;0) L (0; 1;%) M(%;l; 1)

BC( 0 ) GH <1> AE (o) CJlo| AF (-1) LK (—1)
0 0 1 0 1 0

2)a)A(1;0;0),B(0;1;0),C(—1;0;0),D(0; —1;0) et $(0;0; 1)

o)1 (=515:0) 1(—%:—%: K (5:03)

~
~

Corrigé Fxercice 6 N 1

1) A(—3;5; 3) 2) 1 Q-

B (2;0,—) P ' x
C(0;-3;0) N | &

D@2;-3;4)
E(0; 0;-2)
et F(=3;4;0)

. [*BT % —-2-0 -2 _ /3 A
3) a)GB = <}’B - }’G) = <O - (—5)) = ( 5 ) de méme: LU (—6) et RE (—7)
Zp — Zg 0-2 -2 -5 -4

b) GI = /(x; — x6)? + (V1 — ¥6)? + (21 — 26)? = /22 + 112 + (=5)2 = V4 + 121 + 25 = V150
deméme BR =+v21 etEU =77

9 A(x3+x,'x3:x1;xB;xI)=> A(—22+2;?;$) (() 3, ——) de méme Z(—%;—5:1)

L x+1 3 x+1=3 x =2
d) LUNE parallélogramme <& EN =LU & <y + 5) = (—6) = {y +5=-6 & {y =-11
7—0 -5 z=-5 z=-5
Onadonc N(2;—11;-5)

v



Corrige Fxercice 7

1)
" ¢
= N S oM
‘ﬁ\g\ i A/./
D 7
/ \_;_7 _____________ r--- C
2) Pour construire les points P et R, quelques manipulations i F TS~
vectorielles habituelles... ...;'57/'/ ~e_ .
PB+PA=BF < PB+PB+BA=BF ne=— =/
—_— R —— P N 1_) ~ ‘/
& 2PB=AB+ BF & BPZEFA R =
e
RA-BR=FH & —Zﬁ:ﬁ+ﬁf px

o AR = —E(BA +AD) & AR = 5DB

Corrigé Fxercice 8

1) a)OnaGH—-GC—FG=GH+CG + GF =CD + DH + HE = CE.
L’affirmation est VRAIE.

b)Ona 1GC - HF = D + Fii = KD + BD = KB,
L’affirmation est FAUSSE.

b)Ona Dj +FH —~FB — AE = IF + FH + >BF + EA = TH + 2 DH + HD = IH + KH + HD.
=TH +KD=1H + HK =1K = L’affirmation est VRAIE.

2) a)ﬁ=ﬁ+ﬁ=—%ﬁ+ﬁ+%ﬁ=—%ﬁ+ﬁ—%ﬁ:—ﬁ+ﬁ
etIU =TA+A4U = —3AB +;AE
OnadoncIU = %ﬁ = U estle milieu de [IZ].
b)ﬁzﬂ+ﬁ+ﬁ=—ﬁ—%ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+%ﬁ

= —AE +~AB + AB + BC + CD +5CG +>BA + - AE

= —AE + AB + BC — 4B + 5 AE + AE

= BC CQFD = Le quadrilatére ZYCB est un parallélogramme
3)a) DM = DS+SM =DS+SD +3C/ =3C] CQFD
b)JM =JD +DM =JD +3Cj =JC + CD + 3C] = BA + 2Cj = 2Bl + 2JB = 2JI. CQFD
Les points I,] et M sont alignés et I est le milieu de [JM]
4) Dans le triangle ABC, (1)) est une droite des milieux, donc I_j = %TC

Dans le triangle DCA, (LK) est une droite des milieux, donc LK = %A_ﬁ = Onabienlj = LK.
Le quadrilatere IJKL est un parallélogramme (on peut y arriver plus lentement avec plein de manipulations...)



Gorrections Savoir Ve.3

Corrigé Fxercice 9

X3 2 = -8 Zz 3
a)Z=—"=c=_2,;,B="0 3 g =
X3 -1 V3 4 zZ3 -1,5
. . e — - 1—) . 7 .
Onaainsi:u=—-2v (ouv = —su ) donc les vecteurs sont colinéaires.
Xz 2 1 y; -8 4 1 Xy - ..
b) t=-=-,; 2t=—=-%- donc 2 =# Yi et les vecteurs ne sont pas colinéaires
X 4 2 Yw -6 3 2 X3 Vs
X 3 3 - 6 3 zp 15 3 3, s 2
Wogx2=2, =2 =2 ot 2= goncw=32d (oud==<w)
xg 8 2 Vi -4 2 zZg 1 2 2 3

donc les vecteurs sont colinéaires

0-2 3 9_3
., 2 —3 . 2 2 3 -2 1z -a .
2)a) AB=( 5,1 |= et AC=|-13,1|=(-6)Or=2E=2=—-; AB_"_pz% -
+ 3 + x5 3 2’ oz -2 2
2 2 2 2 ) AC ac
-1-3 —4 1-3
Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, donc les points A, B, C ne sont pas alignés.
e >0 -
b) AB = 32 et BD = 1-5|=| _3] Onremarque que AB = —2BD donc les vecteurs sont
2 2
—4 141 2

colinéaires et les points A, B et D sont alignés : le point A appartient a la droite (BD)

3) Dans le repére donné, ona: M(1;0; —2) D’autre part, AN = 4B + AC + AM = 24B + AC — 24D
Donc N(2;1;—2) etenfin P(2;3;0). D’autre part C(0;1;0).

1 2
Ainsi : MN (1) et CP (2) On a donc CP = 2MN : les vecteurs CP et MN sont colinéaires donc les droites

0 0
(MN) et (CP) sont paralléles.

Corrigé Fxercice 10

1) a) 1 méthode : On a d’une part: MC = MB + BC =§E+B_)C
Et d’autre part : AN =AB + BC + CN = AB + BC + 2BC = AB + 3BC

ey vy Z . 7
On a AN = 3MC donc les vecteurs sont colinéaires. (Evidemment, on peut les décomposer en
fonctions d’autres vecteurs... mais on doit trouver la méme relation de colinéarité)

2° méthode : On utilise par exemple le repeére (B,Eél), ﬁ, B—D)) Dans ce repere,on a:

) /0 0
M (—; 0; O) c(0;1;0) A(1;0;0) CN <2> =>N (3)

3 0 0
(N (3 I
Ainsi AN| 3 | etMC| 4 et on retrouve effectivement que AN = 3MC avec la méme conclusion.
0

0
b) Les droites (AN) et (MC) sont paralléles

2) Onad'unepart: CD = CB + BD = CB + 3AC — 24B = CA + AB + 3AC — 2AB = 2AC — AB
Et d’autre part : CE = CA+ AE = —AC +%ﬁ Onadonc CD = —2CE
Les vecteurs sont colinéaires donc les points C, D et E sont alignés



3) D'unepart:ﬁ=m+m+m= —%W+W+3W—2W= BW—ZW
Et d’autre part Pl = PM + Mi = —MP + %W . Onaalors I_j = —3PI Les vecteurs sont colinéaires, donc

les points |, J et P sont alignés : le point P appartient a la droite (I]).

4)Jl =JA+ Al =>DA+2AF =-DA+-AK +-KF = -DA+-AK +~GF =-DA+-AK +~DA
- _)4- _)2 4 . 2_) 2_) 4 . %_) 4 4 2 4

Donc Ij =>DA+-AK etona DK = DA+ AK DoncIj = DK

Les vecteurs sont colinéaires, donc les droites (JI) et (DK) sont paralléles.

Corrigé Fxercice 11

a)Ona:BE = BA+AE = BA+2AB +;AC = BA +,AC =>BC

Donc les vecteurs BE et BC sont colinéaires et les points B, C et E sont alignés

b) Quand a = 1 le point F est confondu avec le point C; quand a = 2 le point F est le milieu de [BC]
eta = % Le point F est tel que C soit le milieu de [FB]

Ona:ﬁ=E4)+ﬁ=E4>+a7_1A_B)+§R=§Z+ﬁ—%ﬁ§+%ﬁ=6+%ﬁ+%ﬁ=i§?

Les vecteurs BF et BC sont colinéaires et les points B, C et F sont alignés : F appartient a la droite (BC)

GCorrections Savoir Ve.4

Corrigée Fxercice 12

x =3 —4t
1)d:{y=—2 , teR

z=t
_ (2 x=1+2t
2)OnaST| 0 | vecteurdirecteur de (ST) donc, en choisissant le pointS: (ST):jy=-2 , t€ER
—4 z=4—4t
x =342t
Mais si vous choisissez T, on trouve une autre représentation (aussi bonne) (ST) : {y =-2 , t€R
z = —4t
x=2-t
3)a)d: jy=—-1+2t, teR
z=4-3t

b) Selon la valeur de t que vous allez choisir, vous allez trouver des points différents. Par exemple : pour
t = 1 on trouve le point M{(1;1; 1) mais pour t = 2 on trouve M,(0; 3; —2) etc..

R t=-3 t=-3 Le systeme admet une solution, donc le
—7=-142t & {-6=2t ©® & (-3=t ,
C) 137= 4 — ;—t t 9= _3¢t 3=t point B appartienta d



1) Droite (DC) passant par D(0; 0; 0) et de vecteur directeurﬁ( ) donc : {y =t, teR

=
Il
o

0 x = 1
Droite (AE) passant par A(1; 0; 0) et de vecteur directeur AE (0) donc : { teR
1 zZ = t

x=1-t
Droite (FG) passant par F(1;1; 1) et de vecteur directeurF_G)( 0 ) donc :{y =1 , teR
0 z=1

)

=0

X =
et droite (DB) passant par D(0; 0; 0) et de vecteur directeurﬁ( ) donc : {y = teR




Corrigé Fxercice 14

1) a) Par exemple : pour t = 0 on trouve le point A(7;4; —5) et pourt = 2 on trouve le point B(8; 2;1)
1

1
e 2 .« . ). . o N — g
b) Un vecteur est u _1 | eton peut choisir n‘importe quel vecteur colinéaire a u parex.: v (—2) =2u

3 6
5=7+-t —2=1¢ —4=t
¢) On cherche s’il y a une solution au systeme : 8§=4—t¢ S 4 © 2_24 =t
17 = —5+ 3t 22 =3t 3t

Le systéme n’a pas de solution, donc le point Z(5; 8; 17) n’appartient pas a la droite &

2) a) La droite d passe par le point A(—3; —5; 3) et a comme vecteur directeur u(2; —1; 3)
et la droite d’ passe par le point B(5;1; 2) et a comme vecteur directeur ¥(—4; 2; —6)

b) On remarque que ¥ = —2U : leurs vecteurs directeurs étant colinéaires, les droites sont paralléles

3) La droite d passe par le point A(1; —1; —5) et a comme vecteur directeur U (4; —10; %) et la droite d’

N : . 1
passe par le méme point A(1; —1; —5) et a comme vecteur directeur v (—10; 25; — 5)
X7 4 2 5 -10 2 Z3 1/5 2 X3 1 Z .
Onat=—=—=; T A - 5 _ 2 donc 2 =i = Zi ot |es vecteurs directeurs
Xz —-10 5 Vi 25 5 zZg -1/2 5 Xy Vs z3

des droites sont colinéaires : les droites d et d’ sont paralléles.
Comme elle ont un point commun, le point A, elles sont donc confondues

GCorrections Savoir Ve.5 =

v

Corrigé Fxercice 15 . : =L UL UL

1) a) (4B, AE) et (EF, BF) (ou (4B, BF), (BE,BF) ...
b) (Fd, m’)) et (T-I_E, ﬁ) etc.

c) (ﬁ, F]) et (ﬁf, ﬁ) etc.

d) (W, m) et (ﬁ, W) etc.

2) a) ] n’appartient pas a la droite (DM) donc les points D, M et J ne sont pas alignés et forment un plan

b) I n’est pas dans le plan (DHC) donc les points D, I, C, H ne sont pas coplanaires et ainsi (ﬁf; DH; ﬁ) est
bien une base de I'espace

c)I € [AB] = I € (ABC). De méme D est dans la face ABCD donc D € (ABC).

Les points D, I et C sont donc dans (ABC) donc les vecteurs DI et IC sont dans la direction de (ABC).

Enfin ils ne sont pas colinéaires, donc ils forment une base du plan (ABC).

d) On a bienslr: C € (EHC) (EH)//(BC) donc H € (EHC) etK € (EH) = K € (EHC).

Ainsi les vecteurs KB et CB sont dans la direction du plan (EHC).
Enfin ils ne sont pas colinéaires, donc ils sont effectivement des vecteurs directeurs de (EHC).

e) KF et EG sont dans le plan (EFG) et (CI)//(EFG) donc KF, EG et Cl sont coplanaires. (ﬁ, cl, ﬁ})) n'est
donc pas une base.



Corrigé Fxercice 16

-1 7 5 —-2+7-5 0\ _
1) a)&=2ﬁ+5—W=2<2)+<8>— 12>=<4+8—12>=<0>=0
3 -1 5 6—1-5 0
+v D

—

Ed — .
Onadonc2i+v—-w=0 © w=2Uu onc les vecteurs U, U et W sont coplanaires

2) a) Les vecteurs d et b ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne peuvent pas étre proportionnelles
(zz = O alors que z5z # 0)

. 2 4 —2 2=4t— 20
b) On cherche a résoudre le systéme ¢ =td + 6b & (4) =t (—1) + 9( 2 ) = {4 =—t+ 20
6 3 0 6 =3t
2=8-20 6=3 - ~
o {4 =-2+20 & {9 =3 Onadonc ¢ =2d+ 3b = Lesvecteursd,b et ¢ sont coplanaires
t=2 t=2 .
Autrement dit, (E, b, E") forme une base.

2 -3
3)a)ﬁ=<0>etﬁ=<—2) ora AE=_2. yﬁ:Oi—g

1 2 Yac % Ve
Donc les vecteurs ne sont pas colinéaires : les points A, B et C ne sont pas alignés et forment donc un plan.

L2\ [3\ [T\ [4+3-=T7\ (0
b) 2AB -AC—AD=2(0|-(-2]-|2])=(0+2-2)=(0
1 2 o/ \2-2-0/ \o

c)Donc 2AB —AC —AD =0 < AD = 2A4B — AC Les vecteurs sont coplanaires et donc les points A, B, C
et D sont coplanaires

4 0
4)3)W=<—2)et1\—475=(—2> or a xMj:O; yﬂzlio

4 1 “HR s
Donc les vecteurs ne sont pas colinéaires : les points M, N et P ne sont pas alignés et forment donc un plan.
b)Ona QR=| 3 |etMN+2MP={-2|+2|-2]=|—-6| Onadonc MN +2MP = —2QR
-3 4 1 6

Les vecteurs sont coplanaires

c) La droite (QR) est paralléle au plan (MNP) (soit strictement paralléle, soit incluse)

5) a) Attention : 2 étapes ! d’abord montrer que 3 des points ne sont pas alignés et donc forment un plan ;

ensuite démontrer que le 4™ point est coplanaire
3

0
AB=| 3’ etE=<3)ora D= (; M =1%0

Xz Va5
_4 _4 AB AB

Donc les vecteurs ne sont pas colinéaires : les points A, B et D ne sont pas alignés et forment donc un plan.
3

-3 -3 3 0
E=< 3 )etoncherchexetytelsqueﬁ=xﬁ+yﬁ o ( 3 >=x 32 +y<3>
~12 12 ) —4

—§x=—3 x =2 x =2
S 13x+3y=3 = {6+3y=_3 S {yi—l
—4x — 4y = —12 —8—4dy=-12 y=+1

Donc le systeme n’a pas de solution, les vecteurs ne sont PAS coplanaires et par conséquent, les points A, B, D
et E ne sont pas coplanaires (ou E n’appartient pas au plan (ABD))



1) Ij = IH + HD + DF + F] = GH + HD + DF +;FG = HD + DF +5FH = HD + DF +>FD + ; DH

Donc IJ = — %ﬁi — %ﬁ)) = Les vecteurs IJ, FD et DH sont coplanaires.

3) AM =3BM +CM & AM =3BA+3AM + CA+AM < —3AM =3BA + CA @W=ﬁ+§A_’C

Les vecteurs W,A_B) et AC sont coplanaires, donc les points A, B, C et M sont coplanaires, et le point M
appartient au plan (ABC)
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  E


  F


  H


  G


    I


  J


  K


  A


  B


  C


  D


  E


  F


  H


  G


  B


  C


  D


  A


  A


  B


  C


  D


  E


  F


  H


  G


    I


  J


  K


  A


  B


  C


  D


  E


  F


  H


  G


    u →


    v →


  A


  B


  C


  D


  E


  F


  H


  G


  M


  P


  R


    u →


      x    u →    x    v → =  2  − 1 = − 2     ;         y    u →    y    v → =   − 8 4 = − 2       e t       z    u →    z    v → =  3  − 1 , 5 = − 2    


    𝒖 → = − 𝟐   𝒗 →


    v → = −  1 2   u →


      x    u →    x    w → =  2 4 =  1 2     ;         y    u →    y    w → =   − 8  − 6 =  4 3 ≠  1 2        


      𝒙    𝒖 →    𝒙    𝒗 → ≠     𝒚    𝒖 →    𝒚    𝒗 →    


      x    w →    x    a → = 4 ×  3 8 =  3 2     ;         y    w →    y    a → = −  6  − 4 =  3 2       et       z    w →    z    a → =   1 , 5 1 =  3 2    


    𝒘 → =   𝟑  𝟐   𝒂 →


    a → =  2 3   w →


     


    A B → =  (    0 −  3 2    5 2 +  1 2   − 1 − 3 ) =  (    −  3 2   3   − 4 )


    A C → =  (     9 2 −  3 2     − 13 2 +  1 2   1 − 3 ) =  (    3   − 6   − 2 )


      x    A B →    x    A C → =   −  3 2 3 = −  1 2     ;         z    A B →    z    A C → =   − 4  − 2 = 2 ≠ −  1 2  


    A B →


    A C →


    A B → =  (    −  3 2   3   − 4 )


    B D → =  (     3 4 − 0   1 −  5 2   1 + 1 ) =  (     3 4   −  3 2   2 )


    A B → = − 2   B D →


  M  ( 1 ; 0 ; − 2 )


    A N → =   A B → +   A C → +   A M → = 2   A B → +   A C → − 2   A D →


  N  ( 2 ; 1 ; − 2 )


  P  ( 2 ; 3 ; 0 )


  C  ( 0 ; 1 ; 0 )


    M N →  (    1   1   0 )


    C P →  (    2   2   0 )


    C P → = 2   M N →  


    C P →


    M N →


   ( M N )


   ( C P )


    M C → =   M B → +   B C → =  1 3   A B → +   B C →


    A N → =   A B → +   B C → +   C N → =   A B → +   B C → + 2   B C → =   A B → + 3   B C →


    𝑨 𝑵 → = 𝟑   𝑴 𝑪 →


   ( B ,   B A → ,     B C → ,     B D → )


  M  (  1 3 ; 0 ; 0 )               C  ( 0 ; 1 ; 0 )           A  ( 1 ; 0 ; 0 )             C N →  (    0   2   0 ) ⇒ N  (    0   3   0 )


    A N →  (    − 1   3   0 )


    M C →  (    −  1 3   1   0 )


    𝑨 𝑵 → = 𝟑   𝑴 𝑪 →


  ( A N )


  ( M C )


    C D → =   C B → +   B D → =   C B → + 3   A C → − 2   A B → =   C A → +   A B → + 3   A C → − 2   A B → = 2   A C → −   A B →


    C E → =   C A → +   A E → = −   A C → +  1 2   A B →


    𝑪 𝑫 → = − 𝟐   𝑪 𝑬 →


    I J → =   I M → +   M N → +   N J → = −  1 2   M N → +   M N → + 3   M P → − 2   M N → = 3   M P → −  3 2   M N →


    P I → =   P M → +   M I → = −   M P → +  1 2   M N →


    𝑰 𝑱 → = − 𝟑   𝑷 𝑰 →


  𝑷


  ( 𝑰 𝑱 )


    J I → =   J A → +   A I → =  1 4   D A → +  1 2   A F → =  1 4   D A → +  1 2   A K → +  1 2   K F → =  1 4   D A → +  1 2   A K → +  1 4   G F → =  1 4   D A → +  1 2   A K → +  1 4   D A →


      I J → =  1 2   D A → +  1 2   A K →


    D K → =   D A → +   A K →


    𝑰 𝑱 → =   𝟏  𝟐   𝑫 𝑲 →


  ( 𝑱 𝑰 )


  ( 𝑫 𝑲 )


    B E → =   B A → +   A E → =   B A → +  3 4   A B → +  1 4   A C → =  1 4   B A → +  1 4   A C → =  1 4   B C →


    B E →


    B C →


  a = 1


  a = 2


  a =  1 2


    B F → =   B A → +   A F → =   B A → +   a − 1  a   A B → +  1  a   A C → =   B A → +   A B → −  1  a   A B → +  1  a   A C → =  0 → +  1  a   B A → +  1  a   A C → =   𝟏  𝒂   𝑩 𝑪 →


    B F →


    B C →


  d   :    {     x = 3 − 4 𝒕    y = − 2    z = t ,       t ∈ ℝ


    S T →  (    2   0   − 4 )


  ( S T )


     ( S T )   :    {     x = 1 + 2 𝒕    y = − 2    z = 4 − 4 𝒕 ,       t ∈ ℝ


  T


     ( S T )   :    {     x = 3 + 2 t    y = − 2    z = − 4 t ,       t ∈ ℝ


  d   :      {     x = 2 − t    y = − 1 + 2 𝒕    z = 4 − 3 𝒕 ,       t ∈ ℝ


  t


  t = 1


    𝑴  𝟏 ( 𝟏 ; 𝟏 ; 𝟏 )


  t = 2


    M 2 ( 0 ; 3 ; − 2 )


   {     5 = 2 − t    − 7 = − 1 + 2 t    13 = 4 − 3 t     ⇔        {     t = − 3    − 6 = 2 t    9 = − 3 t   ⇔     ⇔        {     t = − 3    − 3 = t    − 3 = t


  𝑩


  𝒅


    D M →  (    − 3   − 4   − 4 )


   ( D M )   :    {     x = 1 − 3 𝒕    y = 3 − 4 𝒕    z = 5 − 4 𝒕 ,       t ∈ ℝ


  t = 1


   P 1 ( − 2 ; − 1 ; 1 )


  t = − 1


   P 2 ( 4 ; 7 ; 9 )


   {     7 = 1 − 3 t    11 = 3 − 4 t    13 = 5 − 4 t ⇔    {     6 = − 3 t    8 = − 4 t    8 = − 4 t   ⇔    {     t = − 2    t = − 2    t = − 2


  𝑫 ,   𝑴


  𝑺


   ( O x )


    i   →  ( 1 ; 0 ; 0 )


  ( O y


    j   →  ( 1 ; 0 ; 0 )


   ( 𝑶 𝒙 )   :    {     x = t    y = 𝟎    z = 𝟎 ,       t ∈ ℝ


   ( 𝑶 𝒚 )   :    {     x = 𝟎    y = 𝒕    z = 𝟎 ,       t ∈ ℝ


  d   :    {     x = 𝟏    y = 𝟏 + 𝒕    z = − 𝟏 ,       t ∈ ℝ  


   ( D C )


  D ( 0 ; 0 ; 0 )


    D C →  (    0   1   0 )


  :    {     x = 𝟎    y = 𝒕    z = 𝟎 ,       t ∈ ℝ


   ( A E )


  A ( 1 ; 0 ; 0 )


    A E →  (    0   0   1 )


  :    {     x = 𝟏    y = 𝟎    z = 𝒕 ,       t ∈ ℝ


   ( F G )


  F ( 1 ; 1 ; 1 )


    F G →  (    − 1   0   0 )


  :    {     x = 𝟏 − 𝒕    y = 𝟏    z = 𝟏 ,       t ∈ ℝ


   ( D B )


  D ( 0 ; 0 ; 0 )


    D B →  (    1   1   0 )


  :    {     x = 𝒕    y = 𝒕    z = 𝟎 ,       t ∈ ℝ


   ( A C )


  A ( 0 ; 0 ; 1 )


    A C → =   A B → +   B C → =  (    1   0   − 1 )


  :    {     x = 𝒕    y = 𝟎    z = 𝟏 − 𝒕 ,       t ∈ ℝ


   ( A D )


  A ( 0 ; 0 ; 1 )


    A D → =   A B → +   B D → =  (    0   1   − 1 )


  :    {     x = 𝟎    y = 𝒕    z = 𝟏 − 𝒕 ,       t ∈ ℝ


    A M → = 2   A B → −   A E →


  𝑴 ( 𝟐 ; 𝟎 ; − 𝟏 )


    A N → =   A B → +   B N → =   A B → + 2   A F → =   A B → + 2   A B → + 2   B F → = 3   A B → + 2   A E →


  𝑵 ( 𝟑 ; 𝟎 ; 𝟐 )


  ( M N )


  M ( 2 ; 0 ; − 1 )


    M N →  (    1   0   3 )


  :    {     x = 𝟐 + 𝒕    y = 𝟎    z = − 𝟏 + 𝟑 𝒕 ,       t ∈ ℝ


  t = 0


  𝑨 ( 𝟕 ; 𝟒 ; − 𝟓 )


  t = 2


  𝑩 ( 𝟖 ; 𝟐 ; 𝟏 )


    𝒖 →  (      𝟏  𝟐   − 𝟏   𝟑 )


    u →


    𝒗 →  (    𝟏   − 𝟐   𝟔 ) = 2   u →


  :    {     5 = 7 +  1 2 t    8 = 4 − t    17 = − 5 + 3 t   ⇔      {     − 2 =  1 2 t    4 = − t    22 = 3 t   ⇔      {     − 4 = t    − 4 = t     22 3 = t


  𝒁  ( 𝟓 ; 𝟖 ; 𝟏 𝟕 )


  𝜹


  d


  𝑨 ( − 𝟑 ; − 𝟓 ; 𝟑 )


    𝒖 →  ( 𝟐 ; − 𝟏 ; 𝟑 )


  d ′


  𝑩 ( 𝟓 ; 𝟏 ; 𝟐 )


    𝒗 →  ( − 𝟒 ; 𝟐 ; − 𝟔 )


    𝒗 → = − 𝟐   𝒖 →


  d


  𝑨 ( 𝟏 ; − 𝟏 ; − 𝟓 )


    𝒖 →  ( 𝟒 ; − 𝟏 𝟎 ;   𝟏  𝟓 )


  d ′


  𝑨 ( 𝟏 ; − 𝟏 ; − 𝟓 )


    𝒗 →  ( − 𝟏 𝟎 ; 𝟐 𝟓 ; −   𝟏  𝟐 )


      x    u →    x    v → =  4  − 10 = −  2 5     ;         y    u →    y    v → =   − 10 25 = −  2 5       e t       z    u →    z    v → =   1 / 5  − 1 / 2 = −  2 5    


      𝒙    𝒖 →    𝒙    𝒗 → =     𝒚    𝒖 →    𝒚    𝒗 → =     𝒛    𝒖 →    𝒛    𝒗 →    


  𝒅


  𝒅 ′


   (   A B → ,   A E → )


   (   E F → ,   B F → )


   (   A B → ,   B F → )


   (   B E → ,   B F → )


   (   H G → ,   H F → )


   (   H E → ,   G E → )


   (   E K → ,   E J → )


   (   E H → ,   K J → )


   (   D M → ,   D I → )


   (   D F → ,     M I → )


  J


  ( D M )


  I


   ( D H C )


   (   D I → ;   D H → ;   D C → )


  I ∈  [ A B ] ⇒ I ∈  ( A B C )


  D


  A B C D


  D ∈  ( A B C )


  D


  I


  C


   ( A B C )


    D I →


    I C →


   ( A B C )


   ( A B C )


  C ∈  ( E H C )


  ( E H )


   ( B C )


  H ∈  ( E H C )


  K ∈  ( E H ) ⇒ K ∈  ( E H C )


    K B →  


    C B →


   ( E H C )


   ( E H C )


    K F →


    E G →


   ( E F G )


   ( C I ) / / ( E F G )  


    K F →


    E G →


    C I →


   (   K F → ,   C I → ,   E G → )


    a → = 2   u → +   v → −   w → = 2  (    − 1   2   3 ) +  (    7   8   − 1 ) −  (    5   12   5 ) =  (    − 2 + 7 − 5   4 + 8 − 12   6 − 1 − 5 ) =  (    0   0   0 ) =  0 →


  2   u → +   v → −   w → =  0 →   ⇔       𝒘 → = 𝟐   𝒖 → +   𝒗 →


    𝒖 → ,   𝒗 →


    𝒘 →


    a →


    b →


    z    b → = 0


    z    a → ≠ 0


    c → = t   a → + 𝜃   b →   ⇔      (    2   4   6 ) = t  (    4   − 1   3 ) + 𝜃  (    − 2   2   0 )   ⇔      {     2 = 4 t − 2 𝜃    4 = − t + 2 𝜃    6 = 3 t  


  ⇔      {     2 = 8 − 2 𝜃    4 = − 2 + 2 𝜃    t = 2     ⇔      {     𝜃 = 3    𝜃 = 3    t = 2


    𝒄 → = 𝟐   𝒂 → + 𝟑   𝒃 →


    𝒂 → ,   𝒃 →


    𝒄 →


   (   𝒂 → ,   𝒃 → ,   𝒄 → )


    A B → =  (    2   0   1 )


    A C → =  (    − 3   − 2   2 )


      x    A B →    x    A C → = −  2 3     ;         y    A B →    y    A C → = 0 ≠ −  2 3


  2   A B → −   A C → −   A D → = 2  (    2   0   1 ) −  (    − 3   − 2   2 ) −  (    7   2   0 ) =  (    4 + 3 − 7   0 + 2 − 2   2 − 2 − 0 ) =  (    0   0   0 )


  2   A B → −   A C → −   A D → =  0 →     ⇔       A D → = 2   A B → −   A C →


    M N → =  (    4   − 2   4 )


    M P → =  (    0   − 2   1 )


      x    M P →    x    M N → = 0     ;         y    M P →    y    M N → = 1 ≠ 0


    Q R → =  (    − 2   3   − 3 )


    M N → + 2   M P → =  (    4   − 2   4 ) + 2  (    0   − 2   1 ) =  (    4   − 6   6 )


    𝑴 𝑵 → + 𝟐   𝑴 𝑷 → = − 𝟐   𝑸 𝑹 →


    A B → =  (    −  3 2   3   − 4 )


    A D → =  (    0   3   − 4 )


      x    A D →    x    A B → = 0     ;         y    A D →    y    A B → = 1 ≠ 0


    A E → =  (    − 3   3   − 12 )


  x


  y


    A E → = x   A B → + y   A D →   ⇔      (    − 3   3   − 12 ) = x  (    −  3 2   3   − 4 ) + y  (    0   3   − 4 )


   {     −  3 2 x = − 3    3 x + 3 y = 3    − 4 x − 4 y = − 12     ⇔        {     x = 2    6 + 3 y = 3    − 8 − 4 y = − 12   ⇔        {     x = 2    y = − 1    y = + 1


    A F → =  (    3   3   − 4 )


  x


  y


    A F → = x   A B → + y   A D →   ⇔      (    3   3   − 4 ) = x  (    −  3 2   3   − 4 ) + y  (    0   3   − 4 )


   {     −  3 2 x = 3    3 x + 3 y = 3    − 4 x − 4 y = − 4     ⇔        {     x = − 2    − 6 + 3 y = 3    8 − 4 y = − 4   ⇔        {     x = − 2    y = 3    y = 3


    𝑨 𝑭 → = − 𝟐   𝑨 𝑩 → + 𝟑   𝑨 𝑫 →


    I J → =   I H → +   H D → +   D F → +   F J → =  1 2   G H → +   H D → +   D F → +  1 2   F G → =   H D → +   D F → +  1 2   F H → =   H D → +   D F → +  1 2   F D → +  1 2   D H →


    𝑰 𝑱 → = −   𝟏  𝟐   𝑫 𝑯 → −   𝟏  𝟐   𝑭 𝑫 →


    𝑰 𝑱 →


    𝑭 𝑫 →


    𝑫 𝑯 →


    A F → = 4   E B → −   D B → −   A B → = 2   C B → +   B D → +   B A → =   C B → +   B D → +   C B → +   B A → =   C D → +   C A → =   C A → +   A D → +   C A →


    𝑨 𝑭 → = − 𝟐   𝑨 𝑪 → +   𝑨 𝑫 →


    𝑨 𝑭 → ,   𝑨 𝑫 →


    𝑨 𝑪 →


    A M → = 3   B M → +   C M → ⇔       A M → = 3   B A → + 3   A M → +   C A → +   A M →     ⇔   − 3   A M → = 3   B A → +   C A →     ⇔     𝑨 𝑴 → =   𝑨 𝑩 → +   𝟏  𝟑   𝑨 𝑪 →  


    A M → ,   A B →


    A C →


  𝑴


  ( 𝑨 𝑩 𝑪 )


  ∈


    ∉  


    ∉  


   ( 𝑬 𝑱 ) ⊂  ( 𝑯 𝑫 𝑨 )


   ( 𝑰 𝑱 ) ⊂  ( 𝑨 𝑭 𝑮 )


  ⊂


  ∈


  ⊂


  ⊂


    ⊂


  ⊂


    ⊂


  ⊂


    ⊂


    ∈  


  ∉


  ∉  


  ( A E H ) / / ( B F G )


   ( A H G )


  ( A E H )


   ( B F G )


   ( A H )


   ( G B )


  ( 𝑨 𝑯 )


  ( 𝑮 𝑩 )


  ⊂


   ( F B )


   ( H E )


  E


   ( F B H )


  ⊂


   ( G E )


   ( B J )


  E


   ( B G J )


    B K  B A =  1 3


    B L  B C =  1 3


   ( I J ) ⊂ ( H E F )


   ( C I )


   ( F B D )


   ( D F )


   ( B F H )


   ( B F H )


  F


  D


   𝟐


   𝟑


   𝟑


  D E F


  F E


  D E F


  D   E 2 = D   F 2 + F   E 2 ⇒ F E =   13 2 −  12 2 = 5


  D E F


    A  T =  1 2 × 12 × 5 = 30


  A B C D E F


  𝛼 = 2 × 30 + 12 × 3 + 13 × 3 + 5 × 3 = 60 + 36 + 39 + 15 = 150


  V =  1 3   A  T × D A = 30


  A I D


  I


  A   D 2 = A   I 2 + I   D 2 ⇒ I D =  16 − 4 =  12 = 2  3


      A  f =  1 2 A B × I D = 4  3


  V =  1 3   A  f × h ⇔  32  3  2 =  1 3 4  3     h                   ⇒ h =   3 × 32  3  2 × 4  3 =  8   6 = 4   2 3


    V  P


    A  c


  E H


    A  c =  6 2 = 36


  A H B  


  A   H 2 + H   B 2 = A   B 2 = 16 ⇒ A   H 2 = 8 ⇒ A H =  8 = 2  2


  E H A  


  A   E 2 = E   H 2 + H   A 2 ⇒ 100 = E   H 2 + 8 ⇒ E H =  92 = 2  23 .


    V  P =  1 3   A  c × E H =  1 3 × 36 × 2  23 = 24  23


  I


   [ A B ]


  A I E


  A   E 2 = A   I 2 + I   E 2 ⇒ 100 = 9 + I   E 2 ⇒ I E =  91


    A  f =  1 2 × I E × A B =  1 2 6  91 = 3  91


    S  P = 36 + 4 × 3  91 = 36 + 12  91 = 12  ( 3 +  91 )


  𝑨  ( 𝟏 ; 𝟎 ; 𝟏 )   ,   𝑮 ( 𝟎 ; 𝟏 ; 𝟎 )   ,   𝑪  ( 𝟎 ; 𝟏 ; 𝟏 )   e t   𝑬  ( 𝟏 ; 𝟎 ; 𝟎 )


 


  


  𝑰  ( 𝟏 ;   𝟏  𝟐 ; 𝟏 )


    𝑯 𝑫 →  (    𝟎   𝟎   𝟏 )             𝑨 𝑫 →  (    − 𝟏   𝟎   𝟎 )               𝑭 𝑩 →  (    𝟎   𝟎   𝟏 )  


    𝑪 𝑫 →  (    𝟎   − 𝟏   𝟎 )


    𝑨 𝑭 →  (    𝟎   𝟏   − 𝟏 )


    𝑰 𝑲 →  (    𝟎     𝟏  𝟐   −   𝟏  𝟐 )


  𝑫  ( 𝟎 ; 𝟏 ; 𝟎 )   ,   𝑬  ( 𝟏 ; 𝟏 ; 𝟏 )   ,   𝑯  ( 𝟎 ; 𝟏 ; 𝟏 )     e t   𝑨  ( 𝟏 ; 𝟏 ; 𝟎 )


  𝑳    ( 𝟎 ; 𝟏 ;   𝟏  𝟐 )


    𝑴  (   𝟏  𝟐 ; 𝟏 ; 𝟏 )


    𝑩 𝑪 →  (    − 𝟏   𝟎   𝟎 )               𝑮 𝑯 →    (    𝟎   𝟏   𝟎 )           𝑨 𝑬 →  (    𝟎   𝟎   𝟏 )


    𝑪 𝑱 →  (      𝟏  𝟐   𝟎   𝟎 )


    𝑨 𝑭 →  (    𝟎   − 𝟏   𝟏 )


    𝑳 𝑲 →  (    𝟏   − 𝟏   𝟎 )


  𝑨    ( 𝟏 ; 𝟎 ; 𝟎 ) ,   𝑩  ( 𝟎 ; 𝟏 ; 𝟎 )   ,   𝑪  ( − 𝟏 ; 𝟎 ; 𝟎 ) ,   𝑫  ( 𝟎 ; − 𝟏 ; 𝟎 )   e t   𝑺  ( 𝟎 ; 𝟎 ; 𝟏 )


  𝑰  ( −   𝟏  𝟐 ;   𝟏  𝟐 ; 𝟎 )


  𝑱  ( −   𝟏  𝟐 ; −   𝟏  𝟐 ; 𝟎 )


  𝑲  (   𝟏  𝟐 ; 𝟎 ;   𝟏  𝟐 )


    𝑶 𝑫 →    (    𝟎   − 𝟏   𝟎 ) ;     𝑪 𝑶 →      (    𝟏   𝟎   𝟎 )


    𝑺 𝑶 →    (    𝟎   𝟎   − 𝟏 )


    𝑪 𝑫 →  (    𝟏   − 𝟏   𝟎 )  


    𝑺 𝑩 →  (    𝟎   𝟏   − 𝟏 )        


    𝑰 𝑲 →  (    𝟏   −   𝟏  𝟐     𝟏  𝟐 )


  A ( − 3   ;   5   ;   3 )


  B    ( 2   ;   0   ; −  7 2 )


    C   ( 0   ; − 3   ;   0 )


  D   ( 2   ;   − 3   ;   4 )


  E   ( 0   ;   0   ; − 2 )  


  F   ( − 3   ;   4   ;   0 )  


    G B → =  (      x  B −   x  G     y  B −   y  G     z  B −   z  G ) =  (    − 2 − 0   0 −  ( − 5 )   0 − 2 ) =  (    − 𝟐   𝟓   − 𝟐   )


    L U →  (    𝟑   − 𝟔   − 𝟓 )


    R E →  (    𝟎   − 𝟕   − 𝟒 )


  G I =     (   x  I −   x  G ) 2 +    (   y  I −   y  G ) 2 +    (   z  I −   z  G ) 2 =   2 2 +  11 2 +    ( − 5 ) 2 =  4 + 121 + 25 =  𝟏 𝟓 𝟎


  B R =  𝟐 𝟏  


  E U =  𝟕 𝟕


  


  A  (     x  B +   x  I 2   ;     x  B +   x  I 2   ;       x  B +   x  I 2   ) ⇒     A  (   − 2 + 2 2   ;   0 + 6 2   ;     0 − 3 2   ) ⇒ 𝑨  ( 𝟎   ;   𝟑   ;   −   𝟑  𝟐   )    


  𝒁   ( −   𝟏  𝟐   ;   − 𝟓   ;   𝟏 )


    E N → =   L U →   ⇔      (    x + 1   y + 5   z − 0 ) =  (    3   − 6   − 5 )   ⇔      {     x + 1 = 3    y + 5 = − 6    z = − 5       ⇔      {     x = 2    y = − 11    z = − 5


  𝑵  ( 𝟐 ; − 𝟏 𝟏 ; − 𝟓 )


  P


  R


    P B → +   P A → =   B F →   ⇔       P B → +   P B → +   B A → =   B F →


  ⇔     2   P B → =   A B → +   B F →   ⇔       B P → =  1 2   F A →


  ⇔     2   P B → =   A B → +   B F →   ⇔       B P → =  1 2   F A →


    R A → −   B R → =   E H →   ⇔     − 2   A R → =   B A → +   E H →  


    R A → −   B R → =   E H →   ⇔     − 2   A R → =   B A → +   E H →  


  ⇔     A R → = −  1 2  (   B A → +   A D → ) ⇔     A R → =  1 2   D B →


  ⇔     A R → = −  1 2  (   B A → +   A D → ) ⇔     A R → =  1 2   D B →


    G H → −   G C → −   F G → =   G H → +   C G → +   G F → =   C D → +   D H → +   H E → =   C E →


   1 2   G C → −   H F → =  1 2   H D → +   F H → =   K D → +   B D → ≠   K B →


    D J → +   F H → −  1 2   F B → −   A E → =   I F → +   F H → +  1 2   B F → +   E A → =   I H → +  1 2   D H → +   H D → =   I H → +   K H → +   H D →


  =   I H → +   K D → =   I H → +   H K → =   I K →


    I Z → =   I A → +   A Z → = −  1 2   A B → +   A E → +  1 2   C D → = −  1 2   A B → +   A E → −  1 2   A B → = −   𝑨 𝑩 → +   𝑨 𝑬 →


    I U → =   I A → +   A U → = −   𝟏  𝟐   𝑨 𝑩 → +   𝟏  𝟐   𝑨 𝑬 →


    𝑰 𝑼 → =   𝟏  𝟐   𝑰 𝒁 →


  𝑼


   [ 𝑰 𝒁 ]


    Z Y → =   Z A → +   A B → +   B Y → = −   A E → −  1 2   C D → +   A B → +   B D → +   C S → +  1 2   B E →


  = −   A E → +  1 2   A B → +   A B → +   B C → +   C D → +  1 2   C G → +  1 2   B A → +  1 2   A E →


  = −   A E → +   A B → +   B C → −   A B → +  1 2   A E → +  1 2   A E →


  =   𝑩 𝑪 →


  Z Y C B


    D M → =   D S → +   S M → =   D S → +   S D → + 3   C J → = 3   C J →


    J M → =   J D → +   D M → =   J D → + 3   C J → =   J C → +   C D → + 3   C J → =   B A → + 2   C J → = 2   B I → + 2   J B → = 2   J I →


  I ,   J


  M


  𝑰  


  A B C


    I J → =  1 2   A C →


  D C A


    L K → =  1 2   A C →


    I J → =   L K →


  S A B C D


  S


  I


  J


  K


  L


  [ A B ]


    [ B C ]


  [ C D ]


  [ D A ]


  M


    S M → =   S D → + 3   C J →


    D M → = 3   C J →


    J M → = 2   J I →


  I ,   J


  M


  A B C D


  I


    J


  K


  L


  [ A B ]


    [ B C ]


  [ C D ]


    [ D A ]


    I J → =   L K →


  I J K L


   ( O ;   i → ,   j → ,   k → )


    u →  ( 2 ; − 8 ; 3 ) ;     v →  ( − 1 ; 4 ; − 1 , 5 ) ;     w → ( 4 ; − 6 ; 1 , 5 )


    a →  (  8 3 ; − 4 ; 1 )


    u →


    v →


    u →


    w →


    w →


    a →


  ( O ;   i → ,   j → ,   k → )


  A  (  3 2 ; −  1 2 ; 3 )   ;   B  ( 0 ;  5 2 ; − 1 )   ;   C  (  9 2 ; −  13 2 ; 1 )  


  D  (  3 4 ; 1 ; 1 )


  A


  B


  C


  A


  ( B D )


  A B C D


   ( A ;   A B → ,     A C → ,     A D → )


  M


  N


  P


    A M → =   A B → − 2   A D →


    A N → =   A B → +   A C → +   A M →


    A P → = 2   A B → + 3   A C →


   ( M N )


   ( C P )


  A B C D


  M


  N


    B M → =  1 3   B A →


    C N → = 2   B C →


    M C →


    A N →


  ( A N )


  ( M C )


  A


  B


  C


  D


  E


    A E → =  1 2   A B →


    B D → = 3   A C → − 2   A B →


    C D →


    C E →


  M , N


  P


  I


  J


    M I → =  1 2   M N →


    N J → = 3   M P → − 2   M N →


  P


  ( I J )


  A B C D E F G H


  I


  K


  [ A F ]


  [ F G ]


  J


    A J → =  1 4   A D →


    J I →  


    D K →


    D A →


    A K →


  ( J I )


  ( D K )


  A


  B


  C


  E


    A E → =  3 4   A B → +  1 4   A C →


  B


  C


  E


  a


    A F → =   a − 1  a   A B → +  1  a   A C →


  a = 1 ; a = 2


  a =  1 2


  F


  ( B C )


  d


  R  ( 3 ; − 2 ; 0 )


    u →  ( − 4 ; 0 ; 1 )


  ( S T )  


  S  ( 1 ; − 2 ; 4 )


  T  ( 3 ; − 2 ; 0 )


  ( O ;     i → ,   j → ,   k → )


  d


  A ( 2 ; − 1 ; 4 )


    u → ( − 1 ; 2 ; − 3 )


  d


  d


  B  ( 5 ; − 7 ; 13 )


  d


  D ( 1 ; 3 ; 5 )


  M ( − 2 ; − 1 ; 1 )


  ( D M )


  ( D M )


  S ( 7 ; 11 ; 13 )


  D ,   M


  S


   ( O x )


  ( O y


  ( O y


  A ( 1 ; 1 ; − 1 )


   ( D ;   D A → ,   D C → ,   D H → )


   ( D C ) ,    ( A E ) ;  ( F G )


   ( D B )


   ( B ;   B C → ,   B D → ,   B A → )


   ( A C )


  ( A D )


  ( A ,     A B → ;   A D → ;     A E → )


    A M → = 2   A B → −   A E →


    B N → = 2   A F →


  ( M N )


  𝛿


  𝛿   :    {     x = 7 +  1 2 t    y = 4 − t    z = − 5 + 3 t ,       t ∈ ℝ


  𝛿


  𝛿


  Z  ( 5 ; 8 ; 17 )


  𝛿


  d


  d ′


  d   :    {     x = − 3 + 2 t    y = − 5 − t    z = 3 + 3 t ,   t ∈ ℝ


    d ′ :    {     x = 5 − 4   t ′    y = 1 + 2   t ′   z = 2 − 6   t ′ ,     t ′ ∈ ℝ


  d


  𝛿


  d   :    {     x = 1 + 4 t    y = − 1 − 10 t    z = − 5 +  1 5 t ,     t ∈ ℝ


    d ′ :    {     x = 1 − 10 𝜆    y = − 1 + 25 𝜆    z = − 5 −  1 2 𝜆   ,       𝜆   ∈ ℝ


  A B C D E F G H


  I


  J


  K


  [ A B ]


  [ C G ]


  [ H E ]


  M


    D M → =  1 3   D F →


  ( A B E )


  ( H F G )


  ( D M I )


  D


  M


  J


   (   D I → ,   D H → ,   D C → )


   (   D I → ,   I C → )


   ( A B C )


   ( E H C )


    K B →  


    C B →


   (   K F → ,   C I → ,   E G → )


  ( O ;   i → ,   j → ,   k → )


    u →  ( − 1 ; 2 ; 3 )   ;     v → ( 7 ; 8 ; − 1 )


    w →  ( 5 ; 12 ; 5 )


    a → = 2   u → +   v → −   w →


    u → ,   v →


    w →


  ( O ;   i → ,   j → ,   k → )


    a →  ( 4 ; − 1 ; 3 )   ;     b → ( − 2 ; 2 ; 0 )


    c →  ( 2 ; 4 ; 6 )


    a →


    b →


  t


  𝜃


    c → = t   a → + 𝜃   b →


  A  ( 0 ; 1 ; − 1 ) ; B  ( 2 ; 1 ; 0 )   ; C ( − 3 ; − 1 ; 1 )


  D ( 7 ; 3 ; − 1 )


  A


  B


  C


  2   A B → −   A C → −   A D →


  A


  B


  C


  D


  M  ( − 2 ; 2 ; − 1 ) ; N  ( 2 ; 0 ; 3 )   ; P  ( − 2 ; 0 ; 0 ) ; Q  ( 0 ; − 4 ; 1 )


  R ( − 2 ; − 1 ; − 2 )


  M


  N


  P


    Q R →


    M N → + 2   M P →


  ( Q R )


  ( O ;   i → ,   j → ,   k → )


  A  (  3 2 ; −  1 2 ; 3 )   ; B  ( 0 ;  5 2 ; − 1 )   ;   D  (  3 2 ;  5 2 ; − 1 ) ;   E  ( −  3 2 ;  5 2 ;   − 9 )  


  F  (  9 2 ;  5 2 ; − 1 )


  A


  B


  D


  E


  F


  ( A B D )


  A B C D E F G H


  I


  J


  [ G H ]


  [ F G ]


    I J → ,   F D →


    D H →


  A B C D


      E


  [ B C ]


  F


    A F → = 4   E B → −   D B → −   A B →


    A F → ,   A D →


    A C →


  A B C D


  M


    A M → = 3   B M → +   C M →


  M


  ( A B C )


  A B C D E


  A B C D E F G H I J


  A B C D


  A K =  2 3 A B


  C L =  2 3 C B


  A B C D E F G H


   ( C I )


   ( F B D )  


  A B C D E F G H


  A B C D E F


  C


   ( D A F )


   ( F E B )


  A B C D


  A B C D E F G H


  A B C D E F G H


  ( H D )


  ( E F G )


  ( E G )


  ( H D )


  A E G


  E


  A G


  A B C D E F


  D F E


  F


  D F = 12  


  D E = 13


  D A = 3


  𝛼


  V


  A B C D


  I D


  A B C D


  V =  32  3  2


  h


  A B C D E


  H


   ( A C )


   ( B D )


  A B = 6


  A E = 10


  ( H ;   H E → ,   H G → ,   H D → )


    H D →   ;     A D →   ;     F B →


    C D →


    A F →


    I K →


  ( C ;   C B → ,   C D → ,   C G → )


    B C →   ;     G H →   ;     A E →


    C J →


    A F →


    L K →


  S A B C D


  O A = O B = O S


  ( O ;   O A → ,   O B → ,   O S → )


    O D →   ;     C O →  


    S O →


    C D →


    S B →


    I K →


   ( O ;   i → ,   j → ,   k → )


  A B C D


  M ,   N


  P


    u →


    v →


    A M → =   C D →


    B N → = −   A C →


    A P → = −  1 2   A C →


    u → = 2   C B →


    v → =   B C → +   B D →


  A B C D E F G H


  M


    u →


    A M → =   A B → +  1 2   A E → +  1 2   F G →


    u → =   A D → +   B F → + 2   G F →


    u → =   A D → +   B F → + 2   G F →


  P


  R


    P B → +   P A → =   B F →


    R A → −   B R → =   E H →


  A B C D E F G H


  I


  J


  K


  [ F G ]


  [ A D ]


  [ D H ]


    C E → =   G H → −   G C → −   F G →


    K B → =  1 2   G C → −   H F →


    I K → =   D J → +   F H → −  1 2   F B → −   A E →


  A B C D E F G H


  I


  U


  S


  [ A B ]


  [ A E ]


  [ C G ]


  Z


  Y


    A Z → =   A E → +  1 2   C D →


    B Y → =   B D → +   C S → +  1 2   B E → .


    I Z →  


    I U →


    A B →


    A E →


  U ,   I


  Z


    Z Y → =   B C →


  A B C D E F G H


  I


  J


  K


  [ F G ]


  [ A D ]


  [ D H ]

