Fonctions définies par une intégrale

Théoréme : Si f est continue sur [a; b],
la fonction F définie pour x € [a; b] par F(x) = fzf(t)dt est dérivable et F = f

Conséquence : On peut déterminer le sens de variation de @ grace au signe de f

Démonstration (ROC) dans le cas ou la fonction f est positive et strictement croissante sur [a; b]
Soit xy € [a; b] et e > Otelque xy + € € [a; b]

xo+e _ _
fo, f®dt = F(xo + &) — F(xo) Flxg + )=
est I'aire de la partie grisée sur le graphique.
Comme f est croissante, cette aire est comprise entre I'aire des foxg)|-------- o=
rectangles de base [x; xo + €] et de hauteurs f(xg) et f (xg + €).
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Donc ona: €f(xg) < F(xg+¢e)—F(xy) < ef(xy +¢€)

F(xg+&)—F(x0)

Commee > 0,0na: f(xy) < < f(xo +¢)

Or par continuité : lir% flxg+ €)= f(xg) a
E—
F(xo+e)—F(xo)

D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que

F(XO‘I'E)_F(XO) — f(x())

aune limite et que : lim
-0 €
C’est-a-dire que la fonction F est dérivable sur [a; b] et que F (x) = f(x)



