Corrigé Sujet n°4

Corrigé Exercice 13

1. Initialisation : pourn = 0, u, = 1 onabien 1 < u, < e?
la propriété est vraie pourn = 0
Hypothese de récurrence : on suppose qu'il existe un entier naturel p telque 1 < u, < e?

Hérédité : Onal < u, < e?
Comme la fonction racine est croissante, on en déduit :
2 2
Vi< fJu,<Ve? & 1< fu,<e o e<efu,<e
et comme 1 < e, on obtient, par élargissement 1 <e. /u, < e? & 1< Upyr < e?
Donc la propriété est aussi vraie pour p + 1 : elle est héréditaire

Conclusion : pour tout entier naturelnona: 1 < u, < e?

2.a. 1°° méthode : On cherche a démontrer par récurrence que u,, < U,

Initialisation : pourn =0, uy = letu; = e = 2,7 onabien uy, < u, la propriété est vraie pourn = 0
Hypothese de récurrence : on suppose qu’il existe un entier naturel p tel que u, < w4

Hérédité : Ona u, < upyq Ona montré a la question précédente que les termes de la suite étaient positifs

Donc Ju, < Jupy; © efu, < e4/up+1 S Upp1 < Upyo
Donc la propriété est aussi vraie pour p + 1 : elle est héréditaire
Conclusion : pour tout entier naturel nona : u, < u,, et lasuite (u,) est croissante

2°™ méthode : On a montré a la question précédente que la suite (u,) était a termes positifs.
u eju e u 1 u
Or =Y 1"—_ — etcommeunSeZ:,/un<e@—>— ona 2 >ex-= >
Un Un JUn n Un e Up

On adonc Uy, = u, et la suite (u,) est croissante

(C’est plus rapide qu’une récurrence, mais je rappelle que ¢a ne marche QUE pour les suites a termes POSITIFS, il faut
donc I'avoir prouvé auparavant. N’oubliez pas non plus que déterminer le signe de u,, .1 — u, reste une autre méthode
possible)

b. La suite (u,,) est croissante et majorée par e? : d’aprés le théoréme des suites monotones bornées, elle est
donc convergente vers un réel £

3. Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u,) — 2.

a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison % .
Vper = In(Upqq) — 2 = ln(e X 1/un) —2=Ine+ ln(,/un) -2=1 +%ln(un) —2= %ln(un) -1
1 1
= 2(In(u,) - 2) = 1,

Vous pouvez aussi utiliser In(u,) = v, + 2

. . .1
Donc (v,,) est bien une suite géométrique de raison S etde 1% terme vy =In(1) — 2 = -2
b | - ne ax (YD) =—2x i oL
.Onaalorsv, =vy Xq" = —2X 5) = 2Xg=-oo
1,
C.V, = ln(un) -2 ln(un) =V +2 Uy, = evn+2 = e 201

d.Ona lim (

) = 2 donc, par composée de limites, lim u, = e?
n-+

n-+oo



4. Affirmation 1 : Affirmation fausse, en effet, ona u; = 122 doncuy <uy etu, = 30 et u; <uy
la suite a plutot I'air décroissante

Affirmation 2 : Affirmation vraie : dans le raisonnement par récurrence de la question 1, la valeur de u,
n’intervient que pour l'initialisation.
Or, c’est encore vrai pour u, = 2, on a toujours 1 < uy < e?.
La propriété reste vraie au rang 0 et comme elle est héréditaire, elle reste vraie pour tout n

Affirmation 3 :Affirmation fausse

Upp1 = U, © eJu,=u, © u:—e?u, =0 o u,(u,—e?)=0 ¢ u,=0 ou u, =e?

Donc la suite est stationnaire si u, = 0 mais aussi si u, = e>

Corrigé Exercice 14

la f)=glx)e x?e*=e* o x?=1 © x=—-1loux=1
Onag(-1) =e Y =¢ et g(l)ze‘lzi

. . . . 1
Les points d’intersection de Cr et C, ont pour coordonnées (—1; e) et (1; ;)

b. f(x) —gx) =x?e*—e™*=(x?*—1)e?!

Donc
X 0 -1 1 +0oo
x? -1 + 0 - 0 +
e™ + | + | +
flx)—gx) + 0 - 0 +

Pour x €] —o0; —1]U [1; +oo[,ona f(x) — g(x) =0 & f(x) = g(x) donc Cf est au dessus de C,
Pourx € [-1;1],onaf(x) —g(x) <0 & f(x) < g(x) donc Cy est en dessous de C,

2.a.d (x)=—e*—2xe ¥ —x%e™¥) =—e*—-2xe*+x%e*=e¥(x?—-2x—1) CQFD

b. Pour x> —2x —1,0onaA =8etx; = 2B 2+§\/§= 1+vV2 etx, =1—-+2
alors
X -1 1—+2 1
x?—2x—1 | + 0 -
e | + | +
d'(x) I + 0 —~
d(x) ; 2 (2vV2—2)e 112 \ ;

Avec d(—1) =el—1xel=0;d(1)=et—-1xe1=0
etd(1—v2) = e 2 - (1-v2)"e 2 = (1= 1+ 2v2 — 2)e "2 = (2vZ — 2)e~1+V2

c. D’aprés le tableau de variation, la distance maximale est atteinte pour x, = 1 — V2.
Onaalorsd(xy) = (2\/? - Z)e‘lJ”/E soit MyN, ~ 1,3



3.h'(x) =—e*—1 donch’'(x) < 0 car c’est la somme de deux termes strictement négatifs.
Donc la fonction h est strictement décroissante sur R.

Ona lim e™*=0et lim —x—2= -0 donc lim h(x) = —w
X—+00 X—>+00 X—+00
De méme lim e™ = 4o comme lim —x+2 =4 ona lim h(x) =4
X——00 X——00 X—>—00

La fonction h est continue et strictement décroissante sur R, a valeurs dans | — co; +oo].
Donc, d’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation h(x) = 0 n"admet qu’une seule solution a.

Ona h(a) =0 e *—a—-2=0 & e %=aq+2
Il s’agit donc de I'abscisse de I'unique point d’intersection de la droite A et de la courbe C; .
Corrigé Exercice 15

1. a. Il s’agit d’'une répétition de 20 épreuves identiques et indépendantes, ou la probabilité de répondre juste
est dei : la variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de paramétresn = 20 etp = 0,25

b.P(X>10)=1-P(X <9)~0,014 0014 - M
La probabilité qu’Anselme ait la moyenne est d’environ 1,4 % 1 4 < _
3 0,986 M
1 0588 - M

2. La situation correspond a I'arbre de probabilité ci-contre : B <
(BAM) (BAM) 2x0,588 0412 M

_ b _ p _ 37 ~ _
pm(B) = p(M) ~ p(ANM)+p(BAM)+p(CNM) ~ 1x0,014+2x0,588+2x0,962 0,376

3 3 3 c 0,962 M

Il ya environ 37,6 % de chances qu’il s’agisse de la copie de Barbara? <
0,038 i

Corrigé Exercice 16

Corrigé Partie A

1. Les triangles SAC et ABD sont isocéles en S, et O est le milieu des cotés [AC] et [BD], donc la droite (SO) est,
dans chaque triangle, la médiane issue de O, confondue avec la hauteur.

La droite (SO) est donc perpendiculaire aux droites (AC) et (BD).

Les points A, B, C et D étant coplanaires dans le plan (ABC), la droite (SO) est orthogonale au plan (ABC)

2. V =A(ABCD) x h = AB? x 0S
Or comme ABCD est un carré, on a OAB isocéle et rectangle en O et AB? = 20A?
Onadeplus OA = 0S

Donc v=§(2 042 x 04) =§ 043 =§x 123 = 1152 cm®



Corrigé Partie B
1. .0naOP =0A+ AP =0A+ A4S =04 +240 +1 05 =204 + 1 05 donc P(—;o;—)
2 2 2 2 2 2 2

On montre de méme que Q (0; %; %)

0—1
2
Onaaussi C(—1;0;0) doncP_Q>= %—0 =
1_1
2 2

ﬁ-w=1><(—%)+1><%+(—3)><0=—%+%=0 donc 7 est orthogonal 3 PQ
ﬁ.ﬁ=1x(—§)+1x0+(—3)x(—1)

2
Le vecteur 71 est orthogonal a deux vecteur non colinéaires du plan (PQC), il est donc normal au plan (PQC).

— % + % = 0 donc 7 est orthogonal a PC

b. Le plan (PQC) a une équationdutype x+y—3z+d =0
avecC € (PQC)doncxc+yc—32,+d =0 -1+d=0od=1
donc une équation cartésienne du plan (PQC)est x+y—3z+1=0

1
2. a.ladroite (SH) a pour vecteur directeur ﬁ( 1 ) et passe par le point S(0; 0; 1) donc une
-3
x=t
représentation paramétrique est : {y =t ,teER
z=1-3t

b. Le point H est le point d’intersection de la droite (SH) et du plan (PQC) : on résout

(x = =

x=t x=t x=t U

y=t y=t y=t y:E

x+y—3z+1=0 t+t—3(1-3t)+1=0 2411t =0 , ot
=1

. , 2 2 5
Donc le point H a pour coordonnées H (ﬁ; ﬁ;ﬁ)

2 2 2
c.SH = G =%+ On =3P F G =27 = |(2) + (2) + (-2 = e v _ 2/

3. Lapyramide SPQCD a pour base le quadrilatere PQCD et pour hauteur SH (perpendiculaire a la base)
Donc V(SPQCD) = APQCDIXSH 1(3\/ﬁ X ZJH)

1 s
= - en unité de volume
3 3\ 8 11 4

Corrigé Partie C

Une unité de volume vaut: 1u.v.= 0A X OB X 0S = 123 = 1728 cm?
Donc le volume de la pyramide SPQCD estV = % X 1728 = 432 cm3

Or on a montré partie A que la pyramide entiére avait un volume de 1 152 ¢m3 donc la moitié de ce volume

est de 576 cm’. Effectivement, le partage ne serait pas équitable
(Heureusement que Fanny a pensé @ modéliser tout I'exercice, sinon elle se serait fait avoir...)



