Corrections Vrai-faux

Corrigé @ On remarque que la fonction g(x) = —8 est une solution particuliere de I'équation (E), en
effet: y' =g'(x) =0 et %y+4=§x(—8)+4=—4+4=0

. )z . 1 . 1
Les solutions de I'équation y' = ;Y sont les fonctions y = kez* aveck € R

1
Les solutions de (E) sont donc bien les fonctions f(x) = kez* — 8 avec k € R. = Affirmation 1: VRAIE

Corrigé @) Ona f'(x) = e ¥ — 2xe™2*
Alors y' + 2y = f'(x) + 2f (x) = e™2* — 2xe™2* + 2xe~ ¥ = ¢~ 2%
L’égalité est vérifiée, la fonction f est bien solution de I'équation différentielle = Affirmation 2 : VRAIE

Corrigé @
Onay = f'(x) = e* +2e%* et 2y —e* =2(e* + e?*) —e* = 2e* + 2e?* — e¥ = e* 4 2e?*
L’égalité est bien vérifiée, la fonction f est bien solution de I’équation (E) = Affirmation 3 : VRAIE

Corrigé @ OnaF'(x) =2In(x)+ 2x + 1) X i =2lnx+2 +% OnaF'(x)+ f(x)
Donc F n’est pas une primitive de f = Affirmation 4 : FAUSSE

Corrigé @ Ona g'(t) = 45 x 0,06e%06t = 2,7¢0.06t
donc y’ + 0,06y = 2,7e%96t + 0,06(45e%%6t + 20) = 2,7¢%96t + 2,7¢006t + 1,2 = 5,4¢%06t 4 12
La fonction g n’est pas solution de I’équation différentielle = Affirmation 5 : FAUSSE

Corrigé 6) y' —y =3e"* o y' =y + 3¢0%

On sait que y est une fonction positive, et comme e%** > 0 on en déduit que y’ > 0

Si on dérive, on obtient y" =y’ + 1,2e%** et de méme, commey’ > 0,0nay” >0
Donc les fonctions f solution de (E,) seront telles que f"(x) > 0 et donc bien convexes
= Affirmation 6 : VRAIE

Corrigé @ Ona f'(x) = —2sinx — cosx

Donc —2y' + 3y = —2(—2sinx —cosx) + 3(2cosx —sinx) = 4sinx + 2cosx + 6 cosx — 3sinx
=sinx + 8cosx

L’égalité est vérifiée, la fonction f est solution de (E) = Affirmation 7 : VRAIE

Corrigé Ona f'(x)=Inx+xX % =lnx+1
Onadonc xy' —y=x(Inx+1) —(xInx) =xInx+x—xlnx =x
L’égalité est vérifiée, la fonction f est solution de I’équation différentielle = Affirmation 8 : VRAIE

Corrigé @ Ona k(x) > 0 car somme de deux fonctions strictement positives.

Pour une fonction K primitive de k, on aura toujours K'(x) = k(x) donc K'(x) > 0.

Donc la dérivée de cette primitive sera positive, la primitive sera obligatoirement croissante.
= Affirmation 9 : FAUSSE



Corrections Sujet 1

Partie A
1.

x | =3 -2 1 5 x | -3 -2 1 5
C, - 0 + 0 + C, N A N

Le signe de la fonction correspondant a la courbe C, donne le sens de variation de la fonction correspondant a
la courbe C;. Donc la courbe €, correspond a la dérivée g’ et la courbe C; correspond a la fonction g

2. Sur la courbe G, on lit g'(0) = 2 et surlacourbe C; onlit g(0) =1
On a donc pour équation de tangente: y=g'(0) X (x—0)+g(0) & y=2x+1 CQFD

Partie B
(E) y+y =QQ2x+3)e™

1.0nafy(x)=Q2x+3)e™*+ x?+3x)(—e™)=R2x+3—x2—3x)e*=B3—-x%2—x)e™™

Doncy+y = fo(x)+ fa(x) = (x?+3x)e *+ B —x?—x)e*=x?+3x+3—x%>—x)e ™
= (2x+3)e”*

La fonction f est bien solution de I’équation différentielle (E)

2.(E)): y+ty=0e y =-y
Les solutions de cette équation sont donc les fonctions f;(x) = ke™*, aveck € R

3. f, est une solution particuliere de (E) donc les solutions de (E) sont de la forme y = f,,(x) + fo(x), c’est-
a-dire les fonctions y = ke ™ + (x> + 3x)e *ouy = (x* + 3x + k)e ™™ aveck € R

4.0nag(x) = (x?+3x+ k)e *etonsaitque g(0) =1 donc (0°+3x0+k)le®=1k=1
Doncg(x) = (x* +3x + 1)e™*

5.0nay=(x?2+3x+k)e* doncy' =(2x+3—x?—-3x—k)e*=(—x2—x+3—k)e™
Ety'=(—2x—14+x>+x—-3+k)e*=x*—x—4+k)e ™

Le signe de y"' dépend donc du signe du polynéme x? —x —4 + k

Pourx? —x—4+k,ona A=1—4(—4+k)=17 — 4k

Pour 17 — 4k > 0, c’est-a-dire pour k < % il y aura exactement 2 racines et on aura :

X —00 kl k2 +OO
y" + 0 - 0 -

La courbe aura bien alors deux points d’inflexions, en k; et k.
. _ 17
Ce sont donc les fonctions y = (x% + 3x + k)e™ pour k < ”

Partie C

2.a.f"(x)=2x+3)e™*+ (x?+3x+2)(—e ™) = (—x2—x+ 1)e™™ CQFD

b. Déterminer le signe de la fonction dérivée f” sur R puis en déduire les variations de la fonction f sur R.
Pour—x2—x+1,ona A=(-1)2—-4x(-1)x1=5
_1+V5 _ -1-5 _1-V5 _ -1+V5

Onaalorsx; = > S et x =




X —oo0 x; =—16 x, ~ 0,6 400
f'(x) — 0 + 0 —
foo |7 N 2 N

3.0na f(0) = 2 et la fonction f est croissante sur [0; x,], donc f(x) = 0 sur [0; x,]
Sur [x,; +oo[ la fonction f est monotone décroissante, mais lil}l f(x) =0 donc f(x) = 0sur[x,; +o]
X—>+ 00

La fonction f est bien positive sur I'intervalle [0; 4+oo].

4.0na F'(x) = (—2x—5)e ™+ (—x* —=5x — 7)(—e™) = (x* + 3x + 2)e ™ = f(x)
Donc F est bien une primitive de la fonction f .

Correction Sujet 2

Partie A
1.

X

0
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f()
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2. La courbe C semble avoir un point d’inflexion en A, car elle y traverse sa tangente.

3. La dérivée f' et la dérivée seconde f'’ de la fonction f sont représentées par les courbes ci-dessous.
Associer a chacune de ces deux fonctions la courbe qui la représente. Ce choix sera justifié.
On doit donc avoir pour la dérivée :

X 0 1,5 5
f(x) N
f'(x) + 0 -

Et pour la dérivée seconde :

X 0 2,5 5
f(x) | Concave Pl  Convexe
f(x) - 0 +

C’est la courbe €, qui correspond au signe de f’ et la courbe C; qui correspond au signe de f"’

4. Si F est une primitive de f, alors on aurait F'(x) = f(x) et donc on devrait avoir pour les variations de F

X 0 0,5 5
f(x) - 0 +
F(x) N A

Partie B

Ce qui ne correspond pas a la courbe proposée.
Non, C;3 ne peut pas étre la représentation d’une
primitive de la fonction f.

la.f'(x) =4e™*1 + (4x — 2)(—e™*™) = (4 —4x + 2)e ™! = (—4x + 6)e™**1

b. Avec f(0) = —2e etf G)

1
2

4e 2=~ 24
X 0 3 5
2
f'(x) + 0 -
4 _1
e 2
f(x) _Ze 7| N 0

CQFD



c.Ona f"(x) = (—4)e ™1 + (—4x + 6)(—e ™) = (=4 + 4x — 6)e ™1 = (4x — 10)e**!
Donc

X 0 3 5
2

£ (%) - 0 +

5 5 . . . . 5 _3
f est concave sur [0; E] et convexe sur [E; +00[, et sa courbe a un point d’inflexion au point A (E; 8e 2)

2. a.0na F'(x) =ae ™ + (ax + b)(—e™**1) = (—ax + a — b)e **!

Si F est une primitive de la fonction f alorsona F'(x) = f(x) & —ax+a—b=4x—2

< {a:6;22=4—2 < {b=2i£i_z

C'est donc F(x) = (—4x — 2)e **1 qui est une primitive de f

Corrections Sujet 3

Partie A

1. La concentration de médicament dans le sang est maximale une heure apres l'injection

2.f(t)=21=5=[0,25;2,5]
La concentration dans le sang est supérieure a 1 g/L entre 15 minutes et 2h30 apreés I'injection.

3. La fonction semble concave sur [0; 2, 5] et convexe sur [2, 5; 8]

Partie B

1L.(E): y+y=0o y' =-y

Les solutions de cette équation sont donc les fonctions f(t) = ke™!, avec k € R

2. Soit u la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par u(t) = ate™t aveca € R.
Déterminer la valeur du réel a telle que la fonction u soit solution de I'équation (E).

Ona u'(t) =ae t +at(—e %) = (a—at)e™t

Donc y' +y=u(t) +u'® =ate ' +(a—at)et =(at+a—at)et =aqet

Pour que u(t) soit solution de I'’équation (FE), il faut doncque a =5

La fonction u(t) = 5te~t est une solution particuliére de (E)

3. La fonction u(t) = 5te™" est une solution particuliere de (E) donc les solutions de (E) sont de la forme
y = fr (¥) + u(t), c’est-a-dire les fonctions y = ket + 5te " *ouy = (k + 5t)e”" aveck € R

4. On a admis que f était une solution de I'équation (E), on a donc f(t) = (k + 5)e~t
On cherche donc lavaleurde k telleque f(0) =0 (k+5%x0)e’°=0 o k=0
Onadonc f(t) = 5te™t

Partie C

1. Au bout d’un temps trés long, la concentration dans le sang devient nulle (ou le médicament finit par
disparaitre dans le sang).



2. Ona f'(t) =5e t—5tet =(5—-5t)et etf(1) =5e?!

t 0 1 400
f'® + 0 -
5
f( 0 A e N 0

3. La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; 1], avec 1 € [f(0); f(D)].
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(t) = 1 admet une unique solution t; € [0; 1]
De méme, f est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[ avec 1 €] tlim f();1]

—+00

D’apres le TVi, I'équation f(t) = 1 admet une unique solution t, € [1; +oo][
Il existe bien deux réels t; et t, tels que f(t;) = f(t,) = 1.
A la calculatrice, on trouve 0,259 < t; < 0,260 donct; =~ 0,26 et 2,542 <t, < 2,543 donct, =~ 2,54

4.0na f(t) = 1sur[0,26;2,54]
donc la durée de I'intervalle est 2,54 — 0,26 = 2,28 et 2,28 X 60 = 137 minutes
Ily a donc risque de somnolence sur une période de 2h et 17 minutes

Correction Sujet 4

Partie A.
-0,

: 5 : N
1. Lafonction constante fy(x) = ~ S5 = 10 est une solution particuliére de (E;) :

En effet:onay’ =0et 0,05y —-05=005%x10—-05=05-05=0

Par ailleurs, les solutions de I’équation différentielle y' = 0,05y sont les fonctions de la forme :
fr(x) = ke®%5%, aveck € R

Donc les solutions de I'équation différentielle (E;) sont les fonctions de la forme y = fi. (x) + fy(x)
Soit les fonctions y = ke%%>* + 10, aveck € R

On cherche y(0) =50 © ke®+10=50 & k =50—10 = 40.

Il s’agit donc de la fonction y = 40e%%5* + 10

2. 0On aurait alors :

X 0 5 10 15
y 50 61 76 95
Marge d’erreur 0 4,7 % 5% 5%

Ce modele reflete bien la croissance de la population avec une marge d’erreur de 5% maximum par rapport
aux données collectées.

Partie B

800 800
=—=1>50

1. On vérifie f(0) = ——< =,

600e~005%
(1+15¢-0.05x)?

etd’autre part: 0,05f(x)(1—0,00125f(x)) = 0,05 x

D’aprés les résultats du logiciel, on a f'(x) =

800 o (1 —0,00125 x L)

1415¢-0.05% 1+15e~005%
_ 40 % ( 1 ) _ 40(1+15e7005¥_1)
"~ 1+15e~0.05% 1+15e-0.05x ) " (1415¢-0.05%)2
_ 40x15e7005%  600e005%

- (1+15e~0,05x)2 - (1+15e—0,05x)2

Iy a bien égalité, la fonction f vérifie bien I'équation : f'(x) = 0,05f(x)(1 - 0,00125f(x)), c’est-a-dire (E,)



2. f(50) = —>220___—__ %9 . 359

14+15e~0,05%50 1+15e~25
Avec ce nouveau modeéle f, il y aurait environ 359 animaux en 2050.

3. Au bout d’un trés grand nombre d’années, la population se stabiliserait autour de 800 individus.

, _ 6008_0’05x
4.0na f'(x) = Tt 15000552

La dérivée étant positive sur [0 ; +oo[, la fonction f est bien croissante.

or, les exponentielles, comme les carrés, sont toujours positifs.

5. 15e005* —1 >0 & ¢ 995* >1 & —0,05x > ln( ) & x<——x(~In15)
15 ~0,05

1
15
S x<20In15 CQFD

308—0,05)((158—0,0596'_1)
(1+15e~005x)3

6. a. D’apres les résultats du logiciel, on a f''(x) =

Et par conséquent, f'' est du signe du facteur (1595 — 1) tous les autres étant strictement positifs.
D’apres la question précédente, on a donc
X 0 20In15 +o00
f"(x) + 0 —
800 800 800 800 800
Ona f(201n 15) T 1415-005x20In15 T {4qge—Inis 1+1561n(%) - 1+15X% - T =400

La fonction f est convexe sur [0; 20 In 15] et concave sur [201n 15; +oo[, et sa courbe a un point
d’inflexion au point de coordonnées (201n 15;400)

b.On a
X 0 20In 15 400
() + 0 -
f'(x) 7 N

Donc la fonction f” est croissante sur [0; 20 In 15] et décroissante ensuite. Avec 201In15 = 54
Donc la direction a raison



Correction Sujet 5

Partie A

48 1
1.0nah'(t) = 0donc y' + 0,48y = 048)(5_12000_%

L’égalité est vérifiée, la fonction h est bien solution de I’équation différentielle (E,).

2.0na y'+048y =0 y' =-0,48y.
Les solutions de I’équation différentielle sont de la forme f;(t) = ke %48 avec k € R

3. h est une solution particuliére de I’équation différentielle (E;), donc les solutions de I'équation
e s . s _ 1
différentielle (E;) sont de laforme y = f;.(t) + h(t) c’est-a-dire y = ke 048t + o5 aveck ER

Partie B
1. Sip(t) alors p'(t) = (t Alors
. | - :
P () P 2() )
2
=l xaz-pe L= L] (120 1) S Gkt T2+l
—_—— — — —_— & = & e
P =250? P y2 250y y Y 250y d 250
o0, 1 048y + —— ' 40,48 1 COFD
sy = s = - s =—
Y = 72507 T 250 Y YT 250 y TRy =950 Q

2. D’aprés la question A3, la fonction y est de la forme y = ke 948t + Flo , donc

o=l 1 ~ 1 ~ 120
P Ty T e—oms 4 L 120ke 0% 41 120ke 049t + 1
120 120
En posant K = 120k, on obtient bien p(t) = % avecK € R
12 120 120

3.0nap(0) =30 &

=30 & 1+K—§=) K=4—-1=3 doncp(t) =

1+Ke? 1+3e~048t

4. Au bout d’un temps trés long, la population dans le milieu se stabilisera autour de 120 000 bactéries

5. On cherche a résoudre p(t) = 60 :

120 . 120 .
=4 W =60 & 120= 60(1 + 3e” 048t) S 1437048t < —— 60 & 3e MMt <21
—1In3 In3

S t=z2——
—-0,48 0,48

1 1
o o048t < 3 & —0,48t <In (5) o t>

Or (1;1—3 X 60 =~ 137 La population dépasserait les 60 000 bactéries au bout d’environ 2h et 17 minutes



