GCorrections Savoir Sr. 3

Corrige Fxercice 5

Un peu plus...
3(p+1)(p+3) oD+2
1) «Spiq = - » 2) «Upyq 32p+2 4) «Tppy = Rp+D(p+4)»
2 s _ 1-qP*?
«l+gq+q°+--+q°+qgP"" = a » S)«vo+vi+ -tV +v,=3p+1»

Corrigé Fxercice 6

1) Init. :Pourn =1,onal+3+5+--+(2n—1) =1et n? =12 = 1. La propriété est vraie aurang 1
Hérédité : Si pour n = p, I'égalité est vraie, alorsona: 1+3+5+ -+ (2p — 1) = p?
Alorspourn=p+1:
1+3+5++@2n—-1)=1+3+5+-+2p-1D+Q2(p+1)-1)
=p2+QE+1)-1) =p?+2p+1
Et:n?=(p+1)2=p?+2p+1
Alors a propriété est vérifiée pourn = p + 1.

Conclusion : Pour tout nombre entiern > 0,onabien 1+3+5+ -+ (2n—1) =n?

2) a. S, =Yn_1k et C,=X0_,k?

1) _ 10+ _ 2 L :
n(nz+ ) _ (2+ ) ~=1. Lapropriété est vraie au rang 1

p(p+1)
2

b. Initialisation : Pourn = 1,0onasS, =5, = 1et

Hérédité : Si pour n = p I'égalité est vraie alorsona: S, =

Alorspourn=p+1,0ona:

+1
Sy = p+1=5p+(p+1)=%+p+1=

Et - n(n+1) _ (p+1)(p+2) _ p%+3p+2
o2 T 2 - 2

Alors la propriété est vraie aurang p + 1.

p(p+1)+2(p+1) _ p?+3p+2
2 2

Conclusion : Pour tout nombre entiern > 1,onabien 1+2+3 + -+ n= "("2+1)

c.Ci=1; C=1+4=5; C3=5+9=14; (4, =14+16=30 et (5 =30+25=55
Difficile de trouver une formule générale a partir de ces résultats...

2 2x3 6 s .
nn)@n+l) _ 1X6X === 1. La propriété est vraie aurang1

d. Initialisation : Pourn = 1,ona C; = 1 et

Hérédité : Sipourn = p I'égalité est vraie alorsona: C, = M
2
Alorspourn=p+1:C, = Cpyy = C, + (p+ 1)? = —p(p+1)6(2p+1) +(+1)?*= p(p+1)(2p+61)+6(p+1) =
(p?+p)(2p+1)+6(p?+2p+1) _ 2p3+9p2+13p+6
6 6
Et - n(n+1)(2n+1) _ (p+1)(p+2)(2p+3) _ (p2+3p+2)(2p+3) _ 2p3+9p2+13p+6
’ 6 o 6 o 6 - 6
Alors la propriété est vérifiée pourn =p + 1.
_ n(n+1)(2n+1)

Conclusion : Pour tout nombre entiern > 1,onabien 12+ 224 ...+ n? = S



Corrigé Fxercice 6 Fin

3) Initialisation : Pourn =0,S, =v,=2et(n+ 1)(n+2) =1 x 2 = 2. la propriété est vraie au rang 0.
Hereédité : Si pour n = p I'égalité est vraie alorsona : S, = (p + 1)(p + 2). Alorspourn =p + 1:
Sp=Sps1=SptVp1 =S, +2(p+1)+2=5,+2(p + 2)

=@+ D@ +2)+2p0+2)=@+2)(P+D+2)=(@+2)(p+3) (up®+5p+6)
Et:(n+1)(n+2)=@+2)(p+3) (oup?+5p+6) Alorslapropriété est vraie pourn =p + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n,ona s,, = (n + 1)(n + 2)

Un peu plus...

n+1 0+1 1

= =% = 1 d’autre part
1-—x 1-—x 1-—x

1-x _1—x

Initialisation : Pourn = 0,0ona Y x! = x° = 1 d’une part et

La propriété est vraie au rang 1

5 2 . i 1—xPt1
Hypotheése de récurrence : On suppose que, pour un entier p,ona: Yb_ x' = -
SroAite ptl i _ P p+1 _ 1— —xP*t p+1
Hérédité : : Yi_y x D oXxi+x —+x d’apres I'hypothese de récurrence
— 1-x

p+1 _j _ 1—xPTl4xPti(1— —x) _ 1- xPT1pxPtl_xP+2 1 _xP+2
onaalors: Y, Lyl = =
1-x 1-x 1-x

La propriété est vérifiée au rang p + 1, elle est donc héréditaire

1_xn+1

Conclusion : Pour tout nombre entier n, onabien 1+x+x%+ - +x" = —

Corrigé Fxercice 7
a. d4:2,d5:5,d6:9 etd7:14

b. Il yen a4 de plus : les 3 qui relient F aux points de ABCDE qui ne lui sont pas adjacents (donc ni A, ni
E) plus celle qui relie maintenant les 2 points qui lui sont adjacents (A et E)

c. On peut généraliser, pour passer d’un polygone a n cOtés a un polygone a (n + 1) cotés, le nouveau point
est donc reliés a chacun des points qui ne lui sont pas adjacents, donc aux (n — 2) autres points, etil ya la
nouvelle diagonale constituee par les deux points qui encadrent le nouveau.

Donc: dyy1=dp+(n—2)+1=d,+n-1

d. Init. : Pourn = 4,0na @ = % =2=4d, Lapropriété estvraieaurang4
H. de R. : On suppose que, pour un entier p, on a: dp = @
Hrd.: dpyy =dp+p—1= p(p =3) + p — 1 d’apres I'hypothese de récurrence,

p(p- 3)+2(p 2) _ p*-p-4
2

onaalors: dpyq = avecA=9, p; =2etp, = -1

dpsyr = W La propriété est vérifiée au rang p + 1, elle est donc héréditaire
3
Ccl : Pour tout nombre entier n > 4, on a bien d,, %

p.2




Corrigé Fxercice 8

® On cherche a démontrer, pour tout n > 1, que (n + 1)2 + (n — 1) = kn ou k est un entier

On peut évidemment procéder par récurrence, mais ce n’est pas du tout nécessaire ici... un calcul trés rapide
permet de démontrer directement

mM+1)2?+(m-1)2%=n’+2n+1-—m?—-2n+1) =2n+ 2n = 4n ce qui finit la démonstration

Moralité : Méme s’il est fréquent que « Démontrer pour tout entier n » implique de faire un
raisonnement par récurrence, ce n’est pas systématique !!! Parfois on peut essayer autrement

® a. en supposant que pour un entier p il existe un entier k tel que 10? — 1 =9k & 10? =9k + 1
Onal10P*1 =10x10P =109k +1) =90k +10=90k +9+1=9(10k + 1)+ 1 =9k’ +1
La propriété est bien héréditaire

(par contre, elle est fausse pour n = 0, et vraie pour n = 1, donc elle ne sera vraie que pourn > 1)

® 1. Faux, elle sera assurément vraie pour n > 4, mais il faudrait initialiser pour n = 2 pour pouvoir conclure

2. Faux, on ne peut méme pas savoir si elle sera vraie pour un nombre quelconque
(par contre, si elle est vraie pour un nombre n, > 4, alors on pourra conclure qu’elle est vraie a partir de ng)

3. Vrai: Init.:Pourn=1,0ona u; =1 Lapropriété estvraie aurang 1
H. de R. : On suppose que, pour un entier p,ona: u, = 1
Hrd.: u,y; = uy?=1% =1 Lapropriété est vérifiée au rang p + 1, elle est donc héréditaire

Ccl : Pour tout nombre entiern > 1,onabien u,, =1

p.3



