Sujet n°2 : Corrections

Corrigé sujet 2 - Exercice 1 07 ~ G
G, <
1.9, (D) = 0,8 0.2 03>~ D,
2. =
G
0,5 0,2 2
3. gz = p(Gz) = p(Gl N Gz) + p(Dl N Gz) = 0,5 X 0,7 + 0,5 X 0,2 = 0,45 Dl
Elle a 45% de chances de gagner la 2¢ partie 0,8 D,
4.a. = 07 Gn+1
b. g1 = P(Gni1) = 0(Gp1 N Gryq) + Dy N Gryq) G,
=g, *x07+(1-g,)%x02=0,7g, —0,2g, +0,2 In 03>~ D
= 0,59, + 0,2 CQFD , n+1
5. a. Initialisation : 0,2 Gni1
Pourn=1,onag; =05 et 01X 05"14+04=01x14+04=0,5 1-0n D
L’égalité est vraie au rang 1 "
08 Dn+1

Héredité : Pour un p entier, on suppose que g, = 0,1 X 0,571 + 0,4

Ona gy4+1 = 0,59, +0,2=0,5(0,1 x 0,571 + 0,4) + 0,2
=0,1x%x05?+02+02=0,1x%x05°+0,4

L’égalité est vraie pourp + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, on a bien: g, = 0,1 X0, 514104

6. gn+1— gn =01x 05171 +0,4-(0,1x 05" +04) =01x05"+04—-01%x05""—-04
=0,1x0,5"—-0,1x05""=0,1x0,5""(0,5-1) =-0,1x0,5x0,5"" =~0,1x0,5"

On a donc In+1 — In <0 s In+1 < In

La suite (g, )est décroissante

7.0na lim 05" 1=0car—-1<05<1

n—-+oo
Donc lim 0,1 x 0,51 = 0 et par somme lim 9gn =04
n—-+oo n—->+oo

Au bout d’un trés grand nombre de parties, sa probabilité de gagner va se stabiliser autour de 40 %.

8.9,—04<0001 & 01x0,5"1+0,4-0,4<0,001

© 05" <22 & In(0,5"1) <In(0,01) & (n—1)In(0,5) < In(0,01)

In(0,01) 1n(0,01) In(0,01)
Comme In(0,5) < 0, on—-1= n0.5) > In05) +1 etona oS

+1=76

n est entier, donc n = 8

9. Whileg>0,4+e:
g=0,5g+0,2
n=n+1



Corrigé sujet 2 - Exercice 2

1 3
1.E<3>etﬁ<—1> ona m=lmaisyﬁ=il=—3ix‘i

) 0 Xac Yae -~ Xac
Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, donc les points A, B et C ne sont pas alignés
2.a.0na "AB=1x1+3%X3+5x(-2)=14+9-10=0et .AC=3-340=0
1

Le vecteur 1l (3) est orthogonal aux deux vecteurs directeurs, il est donc normal au plan (ABC).
5

b. Le plan (ABC) a une équation cartésienne dutype : x+3y+5z+k = 0.
Comme A € (ABC),onaxy +3y,+524+k=0 o -24+10+k=0 & k=-8
On a bien pour équation cartésienne du plan (ABC): x +3y+5z—-8=0

c. Testons si le point D appartient au plan (ABC): xp +3yp+5z2, —8=0+0+15—-8=7 %0
Donc le point D n’appartient pas au plan (ABC) et les points 4, B, C et D ne sont pas coplanaires

3. a. Il s’agir de montrer que la droite D, est orthogonale au plan (ABC) et passe par le point D

x=t
Or la droite de représentation paramétrique {y = 3t , t € R passe par le point (0; 0; 3) (pour t = 0)
z=3+4+05t
1
c’est-a-dire le point D et a pour vecteur directeur 1| 3 | qui est le vecteur normal au plan (ABC)
5

Donc la droite D; est bien la hauteur du tétraedre ABCD issue de D.

t=1+3s t=1+3s t=1+43s
b. On résout le systtme : {3t =—-1-55s & 3(1+3s)=-1-55s & {3+9s=-1-"5s
34+5t=2-—6s 3+5(1+3s)=2—6s 34+54+15s=2—6s
(t=1+3x(-2)=2
t=1+43s . , 7 7
S {1l4s=—-4 © & 5= EEvinia Le systéme a une solution : les droites sont sécantes
21s = —6 _ 6 _ 2
ST a7
1
(x=1
7
Pour les coordonnées du point d’intersection, on calcule par exemple : { y = 3 X %
z=3+5x-=2
7 7
s . . , (1 3 26
Le point d’intersection des droites D; et D, a pour coordonnées (;;;;7)

4. a. Le projeté orthogonal H du point D sur le plan (ABC) est le point d’intersection de la hauteur D, avec le
plan (ABC). Donc on résout le systeme :

(x=__
5
x=t x=t x=t 1
y =3t y =3t y =3t y=3x(=3)
o = S o

z=3+5¢t z=3+5¢t z=3+5¢t z=3+5x(—1)
x+3y+5z—-8=0 t+9t+15+25t—-8=0 35t+7=0 ; 1

\E="57 735
Onales coordonnéesH(—%; —g ;2)

b. La distance du point D au plan (ABC) est la longueur DH

1 2 3 2 1 9 35 /35
DH:\/<_E_0) +(_E_O) +(2-3)2= £+E+ :\/;:T:L]B




Corrigé sujet 2 - Exercice 3

1.0 'X)=2-2 = 0 :
.Ona g'(x) = x 7'(x) T 0
La fonction g est bien strictement croissante sur I'intervalle [0 ; 1] g(x) 0 A 1

etona g(0))0etde g(1) = 1.

1 1

2 =gu) =g (3 =2x3-(3) =1-1=% ew=g(Y=2x3-() =1-2=E

3. Initialisation : Pourn = 0, onau, = % = Zet u; = % avec 0 < % < % <1
donconabien 0<uy<u; <1: lapropriété estvraie aurang0
Hérédité : Pour un p entier, on suppose que 0 <u, <uy;; <1
Comme la fonction g est croissante, ona g(0) < g(up) < g(up+1) < g(1).
Etdonc 0 < upiq <uUpyy <1 Lapropriété est vraie pourp + 1

Conclusion : Pour tout entier naturel n, onabien: 0 <wu, <u,,;q; <1.

4.0na u, < u,4+; doncla suite est croissante et u, < 1: elle est donc majorée
D’aprés le théoréme des suites monotones bornées, la suite (u,) est donc bien convergente.

5.Sionpose lim u, = ¢ alorsonaaussi lim u,,; = ¢ etcommeu,,; = g(u,), par composition des
n—-+oo n—-+oo

limites,onag() =0 & 20-F =0 & 0—-F=0c Ul-0 =0 soit =0 soit /=1
La solution £ = 0 est impossible, car la suite est croissante et uy > 0

Onadonc lim u, =
n—-+oo

6. On cherche a montrer que, pour tout entier n, on a v, = 2v,

Onad'une part Vpiy =In(1 —upyy) =In(1— Ru, —u2)) = In(1 — 2u, + u)
Et d’autre part 2v, = 2In(1 —u,) = In((1 — u,)?) = In(1 — 2u,, + u2)

Donc on a bien v,,,; = 2v, et la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 2
Son premier terme est : v, = In(1 —uy) = In (1 — %) =In G) =—In2

7.V, =vyXq"=—In2 x 2"
8.Commev, =In(l —u,),onaem=1-u, & u,=1—eln=1— g M@x2"
Ona lim 2" =40 car2>1 Donc lim —In2 X 2" = —o0
n—-+oo n—-+oo n

On sait que lim e™ = 0 donc par composée de limites lim e~ n(2x2" = ¢

n-+oo n—+oo
Au final, par somme de limites, on a bien lim u, =1

n—+oo

9. n=n+1

u=2u—u?



Corrigé sujet 2 - Exercice 4

PartieA:
' _ l l _ i _ 2x+1
Lobf'()=1+5;x:=1+-=2= CQFD
C.
X 0 400
2x +1 +
2x 0 +
f'(x) 0 + I
f(x) | %
" _2X2x—(2x+1)X2 _ 4x—4x—-2 2 1
d.Onaf () = (2x)2 T oax? T 4x2 T 2x2

On a donc f"' qui est strictement négative sur ]0; +oo[ : la fonction f est concave sur |0; +oo[

2.a.0naf(1)=1-2+-In1=—1et f(2) = 2—2+§1n2 =§1n2
f est continue et strictement croissante sur [1; 2] etona f(1) < 0 < f(2).

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution

dans [1; 2]

b.On a alors:

X 0 a 40

fG) [ Il - 0 +

c. fla)=0 <& a—2+%1na=0 @%1na=—a+2 < In(a) =2(—-a+2) CQFD

Partie B
1.g’(x)=—z><2x+1 —Ixo2xlnx— x2xi=-Ix+1 —2xlnx—-x=-2x+1 —=xlnx
8 4 4 x 4 2 4 2
1 1 1 1 1 1
Ona f(;)—;—2+51n(;)—;—2—51nx
1 1 1 x 1 1 ,
Donc xf(; —x(;—Z—Elnx)—;—Zx—lenx—1—2x—5xlnx—g(x) CQFD

s, 1 . < L1
2.a.Pourunx > 0 l'inégalité x <= revient, en passantal’inverse,a - > «
a X

Or,pour X > a,ona f(X) >0 doncf(%) >0

x |0 = 1
1 7 1 1 7 1
b. g(3) = —gatytipha etg)=—T+1=¢ G| 0
X

X 0 + |

Partie C 7' (x) I + 0
1 g()—y=—Ix2+x —%lenx—(—gxz—i—x):—ilenx g |11~ 9(5) 1
8

On a pour tout x €]0; 1] a la fois _Tlxz <0 et Inx < 0 dong, par

produit: g(x)—y >0 et g(x) >y
La courbe C, est bien au dessus de la parabole P




