Sujet d’entrainement n°1: sujets mixes

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Alex et Elisa, deux pilotes de drones, s’entrainent sur un terrain constitué d’une partie plane qui est bordée
par un obstacle.

On considére un repére orthonormé (0; 1,7, E), une unité correspondant a dix metres. Pour modéliser le
relief de la zone, on définit six points O, P, Q, T, U et V par leurs coordonnées dans ce repére :
0(0;0;0), P(0;10;0), Q(0;11;1), T(10;11;1), U(10;10;0)etV(10;0;0)

La partie plane est délimitée par le rectangle OPUV et I'obstacle par le rectangle PQTU.
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Les deux drones sont assimilables a deux points et on suppose qu’ils suivent des trajectoires rectilignes :
e le drone d’Alex suit la trajectoire portée par la droite (AB) avec A(2; 4;0,25) et B(2; 6;0,75) ;
e le drone d’Elisa suit la trajectoire portée par la droite (CD) avec C(4;6;0,25) et D(2; 6;0,25).

Partie A : Ftude de la trajectoire du drone d’Alex
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).
2. a. Justifier que le vecteur 7 (0;1; —1) est un vecteur normal au plan (PQU).

b. En déduire une équation cartésienne du plan (PQU).

3. Démontrer que la droite (AB) et le plan (PQU) sont sécants au point I de coordonnées (2 ,%,é)

4. Expliquer pourquoi, en suivant cette trajectoire, le drone d’Alex ne rencontre pas I'obstacle.
Partie B : Distance minimale entre les deux trajectoires

Pour éviter une collision entre leurs deux appareils, Alex et Elisa imposent une distance minimale de 4 métres
entre les trajectoires de leurs drones.



L’objectif de cette partie est de vérifier si cette consigne est respectée.
Pour cela, on considére un point M de la droite (AB) et un point N de la droite (CD).

Il existe alors deux réels a et b tels que AM = aAB et CN = bCD
On s’intéresse donc a la distance MN.

1. Démontrer que les coordonnées du vecteur MN sont (2—=2b; 2—2a; —0,5a).

2. On admet que les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires. On admet également que la distance
MN est minimale lorsque la droite (MN) est perpendiculaire a la fois a la droite (AB) et a la droite (CD).
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Démontrer alors que la distance MN est minimale lorsque a = ' eth = 1.

3. En déduire la valeur minimale de la distance M N puis conclure.

Exercice 2

On étudie un modele de propagation d’un virus dans une population, semaine aprés semaine. Chaque
individu de la population peut étre, a I’exclusion de toute autre possibilité :

* soit susceptible d’étre atteint par le virus, on dira qu’il est « de type S » ;

¢ soit malade (atteint par le virus) ;

e soit immunisé (ne peut plus étre atteint par le virus).

Un individu est immunisé lorsqu’il a été vacciné, ou lorsqu’il a guéri aprés avoir été atteint par le virus.
Pour tout entier naturel n, le modéle de propagation du virus est défini par les regles suivantes :

¢ Parmi les individus de type S en semaine n, on observe qu’en semainen + 1 : 85 % restent de type S, 5
% deviennent malades et 10 % deviennent immunisés ;

¢ Parmi les individus malades en semaine n, on observe qu’en semaine n 4+ 1 : 65 % restent malades, et
35 % sont guéris et deviennent immunisés.
¢ Tout individu immunisé en semaine n reste immunisé en semaine n + 1.

On choisit au hasard un individu dans la population. On considére les événements suivants :
Sy : «l'individu est de type S en semaine n » ;
M, : « 'individu est malade en semaine n » ;
I, : « I'individu est immunisé en semaine n ».

En semaine 0, tous les individus sont considérés « de type S », on a donc les probabilités suivantes :

P(Sy) =1; P(My) = 0 et P(l,) = 0.

Partie A

5
On étudie I'évolution de I'épidémie au cours des semaines 1 et
2.

1. Reproduire sur la copie et compléter I'arbre de probabilités
donné ci-contre : So

2. Montrer que P(1,) = 0,2025. M

3. Sachant qu’un individu est immunisé en semaine 2, quelle
est la probabilité, arrondie au millieme, qu’il ait été malade en
semaine 17? L

/;1
o




Partie B

On étudie a long terme I'évolution de la maladie.

Pour tout entier naturel n, on : u,, = P(S,,), v, = P(M,,) et w,, = P(I,,) les probabilités respectives des
événements S, M,, et [,,.

1. Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: u, +v, +w, = 1.

On admet que la suite (v,,) est définie par v,,; = 0,65v,, + 0,05u,, .

2. A l'aide d’un tableur, on a calculé les premiers termes des suites (uy), (v,,) et (w,).

Pour répondre aux questions a. et b. suivantes, on A B C D

utilisera la feuille de calcul reproduite ci-contre. 1 n Up Un wy

2 0 1 0 0

a. Quelle formule, saisie dans la cellule C3, 3 1 0,8500 0,0500 | 0,1000

permet par recopie vers le bas, de calculer les 4 2 0,7225 0,0750 | 0,2025

termes de la suite (v,) ? 5 3 0,6141 0,0849 | 0,3010

6 4 0,5220 0,0859 0,3921

b. On admet que les termes de (1,) 7 5 0,4437 0,0819 | 04744

augmentent, puis diminuent a partir d’un certain 8 6 0,3771 0,0754 | 05474
rang N, appelé le « pic épidémique » : c’est

I'indice de la semaine pendant laquelle la 20 18 0,0536 0,0133 | 0,9330

probabilité d’étre malade pour un individu 21 19 0,0456 0,0113 | 09431

choisi au hasard est la plus grande. 22 20 0,0388 0,0096 | 09516

Déterminer la valeur du pic épidémique prévue
par ce modéle.

3. a. Justifier que, pour tout entier naturel n, ona: u,,; = 0,85u,, .
En déduire I'expression de u,, en fonction de n.
b. Montrer, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n,

1
v = 7 (085" — 0,65")

Exercice 3

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre
réponses proposées est exacte. Une réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse, une réponse
multiple ou I'absence de réponse a une question ne rapporte ni n’enléve de point. Pour répondre, indiquer sur
la copie le numéro de la question et la lettre de la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.

1. On consideére les suites (u,) et (v,) telles que, pour tout entier naturel n,

1\" 1\"
un=1—(Z) et Un=1+<z>

On considére de plus une suite (w,,) qui, pour tout entier naturel n, vérifie u,, < w, < v,
On peut affirmer que :

a. Les suites (u,) et(v,) sont géométriques. b. La suite (w,,) converge vers 1.

c. La suite (u,,) est minorée par 1. d. La suite (w,,) est croissante.



2. On considére la fonction f définie sur R par: f(x) = xe*”.
La fonction dérivée de f est la fonction f' définie sur R par :

a. f'(x) = 2xe*” b. f'(x) = (1 + 2x)e*
. f'(x) = (1 +2x2)e* d. f'(x) = (2 + x)e*
x2-1

3. Que vaut lim 2—?
x—+00 2Xx4—2x+1

a.—1 b.0 C.

N |-

d. +oo

4. On considere une fonction h continue sur I'intervalle [-1 ; 1] telle que h(-1) =0 h(0) =2 h(1) = 0.
On peut affirmer que :

a. La fonction h est croissante sur I'intervalle [-1 ; O].
b. La fonction h est positive sur l'intervalle [-1; 1].
c. Il existe au moins un nombre réel a dans l'intervalle [0 ; 1] tel que h(a) = 1.

d. U'équation h(x) = 1 admet exactement deux solutions dans l'intervalle [-1; 1].

5. On suppose que g est une fonction dérivable sur l'intervalle [-4 ; 4]. On donne ci-dessous la représentation
graphique de sa fonction dérivée g'.
On peut affirmer que : @ g

a. g admet un maximum en -2.
b. g est croissante sur l'intervalle [1; 2].

c. g est convexe sur I'intervalle [1 ; 2].

@

d. g admet un minimum en 0. N K de gy

Exercice 4

On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
() =1 (3x + 1)
fG)=In x+1

On admet que la fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et on note f' sa fonction dérivée.
On note Cr la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.
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Partie A

1. Déterminer lirP f(x) et en donner une interprétation graphique.
X—+ 00

2. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x positif ou nul,

flx) =

(x +1DBx +1)
b. En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0 ; +oo].

Partie B

Soit (u,) la suite définie par uy, = 3 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f(uy,) .

. . . 1
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, > < Uppq < Uy

2. Démontrer que la suite (u, ) converge vers une limite strictement positive.
Partie C

On note ¢ la limite de la suite (u,). On admet que f(¥) = £.
L’objectif de cette partie est de déterminer une valeur approchée de .

On introduit pour cela la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = f(x) — x.

On donne ci-dessous le tableau de variations de la fonction g sur [0; +oo[ ou

Xo = _2;”/7 ~ 0,215 et g(x,) ~ 0,088, en arrondissant a 10~

X 0 Xg +00
g(xo)
Variations
de la
fonction g
0 —00

1. Démontrer que I’équation g (x) = 0 admet une unique solution strictement positive. On la note a.

2. a. Recopier et compléter I'algorithme ci-contre afin que la derniére valeur prise
par la variable x soit une valeur approchée de a par excés a 0,01 preés.

b. Donner alors la derniere valeur prise par la variable x lors de I'exécution de
I"algorithme.

3. En déduire une valeur approchée a 0,01 prés de la limite £ de la suite (u,,)

x =0,22
While ....
x=x+0,01

Return x




